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INTRODUCTION. 



Ce travail a pour objet de présenter sous une forme simple quelques 
résultats importants relatifs à la théorie des équations. Il comprend ^ 
la résolution et la discussion des équations linéaires, le problème 
général de l'élimination d'une inconnue entre deux équations algé- 
briques données» c'est-a-dire la recherche des conditions nécessaires 
et suffisantes pour que deux équations algébriques données aient un 
nombre quelconque de racines communes, et la formation de l'équa- 
tion qui admet pour racines le groupe des racines communes. 

Cette première étude met en évidence une série de polynômes qui 
jouissent des propriétés des fonctions de Sturm, dont ils ne difïèrent 
d'ailleurs que par un facteur positif. 

L'identité algébrique dont les polynômes en question forment l'un 
des membres fournit Fexpression des fonctions de Slurm sous forme 
de déterminants, et elle donne aussi un coefficient quelconque de ces 
fonctions sous la même forme. 

Il en résulte une méthode pour trouver le nombre des racines réelles 
d'une équation, comprises entre deux limites données o^o, x^. 

Dans cette méthode, on peut introduire les limites x^ et ^i dans 



l'expression de la fonction de Sturm dont on veut calculer le signe, et 
profiter de toutes les simplifications qui se présenteront dans le cou- 
rant du calcul, qui porte alors, nou plus sur des polynômes comme 
dans la méthode directe de Sturm, mais sur des quantités numé« 
riques. 

J'obtiens ensuite, comme conséquence, les conditions de réalité de 
toutes les racines d'une équation donnée, et, en rapprochant ces résul-* 
tats de ceux que fournit la méthode de M. Hermite, je montre leur 
identité. 

M. Sylvesler a donné également les conditions de réalité de toutes 
les racines d'une équation, dans ses travaux sur le théorème de Sturm, 
et M. Borchardt a mis ces conditions sous une forme extrêmement élé- 
gante. On sait que dans les expressions de M. Borchardt ne figurent 
que les sommes des puissances semblables des racines de l'équation 
proposée, de la puissance i à la puissance 2/72 — 2, m étant le degré 
de l'équation; elles ne peuvent donc pas être évaluées directement en 
fonction des coefficients. J'obtiens ces expressions sous une forme très- 
simple, le déterminant qui les représente étant d'un ordre inférieur 
d'une unité à l'ordre des déterminants de M. Borchardt. 

Je passe ensuite aune autre application de>la formule fondamentale 
dont j'ai tiré les résultats précédents; cette formule fournit l'expres- 
sion des deux fonctions entières qui forment les premiers membres de 
deux équations jouissant de la propriété de séparer les racines de l'é- 
quation proposée. C'est M. Maleyx qui, le premier, a indiqué cette 
propriété dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (t. XIII, 1872); 
j'établis, à l'égard de ces deux équations, qu'elles ne jouent pas complè- 
tement le rôle de la dérivée dans la séparation des racines. 

Je généralise, en terminant, la formule qui a servi de point de dé- 
part a ces diverses applications, et j'établis les conditions que doi- 
vent remplir les coefficients d'un nombre quelconque d'équations à 
une seule inconnue pour que ces équations admettent un nombre 



(3) 

déterminé de racines communes, et je forme Téquation qui donne le 
groupe des racines communes. 

M. Rouché a traité complètement la question de la discussion des 
équations linéaires, et il serait difficile de le faire avec plus d'élégance 
et de simplicité. J'ai commencé ce travail par la résolution et la dis- 
cussion des équations linéaires, non pas que je croie à l'avantage de 
ma méthode sur celle de M. Rouché, mais parce que la propriété élé- 
mentaire des déterminants, qui en est la base, est celle dont je fais 
usage pour établir tout ce qui suit. 

M. Rouché a également publié dans les NoweUes Annales de Mathé- 
matiques (t. XV, mars 1877) un article dans lequel il trouve les condi- 
tions pour que deux équations algébriques données aient un nombre 
quelconque de racines communes. 

M. Venléjol a donné, en février 1877, une théorie de l'élimination, 
dans laquelle il arrive également à établir les conditions pour que 
deux équations données aient un nombre quelconque de racines com- 
munes. 

Je regrette de n'avoir pas eu connaissance de ces publications assez 
tôt; elles eussent beaucoup simplifié mon propre travail. Enfin, M. Le- 
monnier vient de publier, dans le numéro de mars 1878 des Annales de 
l'École Normale^ un Mémoire remarquable sur le même sujet. Il montre 
la liaison qui existe entre les méthodes dites d'Euler, de Sylvester, de 
Bezout, de Cauchy, de Cayley, et il arrive également à la détermina- 
tion des conditions pour que deux équations a une inconnue aient un 
nombre quelconque de racines communes. 

Mon but n'a pas été le même; je ne fais usage que du déterminant 
de Bezout-Cauchy, qui est de Tordre le moins élevé et qui a l'avantage 
d'être symétrique. Je passe sous silence plusieurs points intéressants 
de la théorie de l'élimination, pour arriver au théorème de Sturm et 
aux conséquences qu'on peut tirer de la formule que j'ai appelée yb/i- 
damentale. Je suis donc loin de présenter un Traité complet sur l'éli- 
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mination. M. Lemonnier promet une deuxième Partie, devant faire 
suite à sou Mémoire; il annonce qu'il a trouvé l*expression générale 
des fonctions de Sturm; mais cette deuxième Partie n'est pas publiée. 
Tels sont les auteurs qui, dans ces deroiers temps, se sont occupés 
du problème général de l'élimination d'une inconnue entre deux 
équations. La méthode dont j'ai fait usage m'a permis d'arriver d'une 
manière plus simple aux mêmes résultats; elle m'a donné, en outre, 
la solution de cette question : Trouver les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour quun nombre quelconque d'équations aient un nombre 
quelconque de racines communes. 



BlEHLER. 



Paris, lo 17 avril 1878* 



SUR LA 



THÉORIE DES ÉQUATIONS. 



KÉSOLUTION ET DISCUSSION D'UN SYSTÈME DE n ÉQUATIONS LINÉAIRES 

A 11 INCONNUES. 



1. Soient 









K. 



o, 
o. 



les n équations linéaires entre les inconnues x\^ x^, ..., Xn> 
Appelons A le déterminant des n^ coefficients des inconnues : 



A = 












Onti ^n,i • • • '7j«,v • • • Cln,i 



et supposons A^o. 

Multiplions les éléments de la première colonne de A par x^, ceux 
de la deuxième par a:^, ceux de la troisième par x^^ ..., ceux de la 
dernière par x^ ; ajoutons par rangées horizontales les éléments ainsi 
modifiés, et substituons aux éléments de la colonne d'ordre v, dans A, 
les sommes ainsi obtenues; le déterminant A sera multiplié par x^, et 
Ton aura 



AwTv = 



û|,l û|,a • • • û|,>»— I A| n.| ^l.v-f-i • • • (li,m 

^2,1 ^a,2 • • • ^î,v— I ^1 — *^J ûî,v+i • • • ^2,n 



^n,l On,7 • • • û«,v— I •A.jt — l\j| âii,y^i • • • <'«,* 



(6) 

Le déterminant qui figure dans le second membre peut être décom- 
posé en deux autres, savoir : 



Ar, — 









Désignons par Av(X) ce que devient A quand on y remplace les élé- 
ments a,,v ^2,v> •••» «n,v de la colonne d'ordre v respectivement par 
X,, Xa, ..., X„, etsoit Av(K) ce que devient le même déterminant A 
quand on y remplace les éléments de la même colonne par les quantités 
Ki^K,, ..., K„; l'égalité précédente prendra la forme 

A:c,-f-Av(K) = Av(X). 

En faisant successivement v = i, v = 2, ...,v = ndans la formule 
précédente, on obtiendra la série des identités 

A^,-f-A.(K)r=A.(X), Aa:, + A,(K) = A,(X), ..., Aar, + A„(K) = A„(X). 

Les quantités Av(X) sont des fonctions linéaires et homogènes de 
X4, Xa, ..., X„; par suite, toute solution du système 



(0 



A.| — 0, A.2 — O, ■ • • 9 "^n 



o 



annule les déterminants Av(X) et, par suite, satisfait au système 



(^■) 



Aa:, -f- A,(K) =0, Aar, 4- Aa (K) = o, ..., Aj7„+ A«(K) =0. 



Inversement, dans l'hypothèse admise de A^o, la solution du sys- 
tème (2) satisfait au système (i). 

Car, si l'on multiplie la première équation du système (2) par a^^t , 
la deuxième par a^,^, . . . , la dernière par a^^n^ en ajoutant membre k 
membre les équations obtenues, il viendra 

A [a^,x Xt -4- «H.» ^a -t- ... H- a^,n^n) -+- a^,i A, (K) -h 0^1,2 A2 (K) -h ... -f- ûf,*,n A„ (K) = o, 



ou bien 



A(Xp. — K,,) -+- ay,,t A, (K) -4- ap„,A,(K) H-. . .-f- a^,,» A, (K^) = o; 



mais 



a^.,A,(K)-4-fl^2A,(K)-i-. ..-ha^,„A„(K) — K^A 



( 7) 
est, au signe près, le déterminant d'ordre (/^ + i) 



«1.1 



«i,a 
«i,ï 



« 



1^*1 



a 



!»*« 



• • • • • • 



a 



A,! «11,3 



«(*,n 
«l,n 

• ■ • 

un," 



K. 
K, 

• • 



I • • • 



«ji,n K, 



qui est identiquement nul» comme ayant deux rangées identiques; 
l'équation précédente devient donc 

et, comme A^ o, on a Xji = o pour toutes les valeurs de jul depuis jul = i 
jusqu'à fx = 7i. 

On voit donc que, si A^o, les systèmes (i) et (2) sont équivalents, et 
le système (2) donne pour les inconnues o^o x^t ..., x^ des valeurs 
uniques et déterminées. 

Discussion. 

2. Considérons actuellement le cas où le déterminant A est égal à 
zéro, et supposons en outre que tous les déterminants mineurs d'ordre 
supérieur à y» (/? < /i) soient nuls. 

L'un des déterminants mineurs d'ordre/) est supposé différent de 
zéro; supposons que ce soit le déterminant 



«1,1 «i,a 

«ï.i «t,a 

• . • • • • 

«^.» «p*î 



«1,/» 



• • • . • 



a 



p,p 



Alors le système des équations X, = o, Xj = o, . . . , X^ = o sera 
satisfait pour des valeurs uniques et déterminées de â;^ , â?2, . . . , o?^, 
quand on aura attribué aux inconnues Xp^^y ^/h-2» • • •> ocn des valeurs 
arbitraires, mais déterminées. 



Considérons le déterminant 



(«) 



«i.l 


<7|,2 


• • • 


«.,/> 


«s/»-f-? 


«2,. 


«2.2 


• • • 


Û2,f 


«2,/»+P 


• • • 


■ • • 


• • • 


• • • 


• • • > 


ap,\ 


«/»,! 


• • • 


«^./> 


^P'P+P 


«/»-+<, 1 


«/»-H«.1 


• • ■ 


^p-k-K,p 


«/H-«,/»+? 



C'est un déterminant d'ordre p + if qui, par hypothèse, est nul. 

Multiplions les éléments de la première colonne de ce déterminant 
para?,, ceux de la deuxième par x^, ..., ceux de la p"^^^ par Xp, 
ceux de la dernière par i ; ajoutons par rangées horizontales les élé- 
ments ainsi modifiés, et substituons aux éléments de la dernière co- 
lonne les sommes ainsi obtenues, le déterminant ne changera pas, et 
l'on aura 



«... 

«3,1 



«..: 



a 



î,2 



«i 



«^+a,l «/>+tt,2 



«1,/» 



« 



»/» 



• • • • • 



''P'P 



(X. 



« 



l.p-l-l 



^/»+l «l,/l+2 



«3,^-1-1 ^^+1 «2,^+2 



>,« ^ii"i"«2,p+p "— Kj ) 



3lfp^% "^ • • • ~^ ^ 



(X, - 



^p,p-*-l ^/»+l ^p,p-hi ^/»4-2 • • • «^,«1 <^#l ~+" ^p,p-¥^ Kp ) 

«/ï+a,/» ( ^^+ï «/»-4'«,y»4-» ^/»+i ^ «/>+a,p+2 ^yH-2 "— • • • Qp-i-a^f, Xn -f- Qp.^^^p^^ — A/>4-a I 



= o 



Les coefficients de â^p^i, 07^3, ..., â7„ sont des déterminants mi- 
neurs d'ordre/> + i, qui, par hypothèse, sont tous nuls; par suite, 
l'équation se réduira à la forme simple 



«1,1 


«1.2 


• ««./» 


X. 




«M 


«.,» 


• • • «../» 


K. 


«2,1 


«2,2 


• • «2.p 


X, 




«2,1 


«2,2 


. . . «»,/> 


K. 


« • • 


• • • 


• • • • • ■ 


• • 


— 


• • • 


• • • 


• • • • • • 


■ • 


«^.. 


«/»,* 


, . . (lp,p 


X, 




Qp^ 


O'p.-i 


• • • «/».^ 


K, 


«/»-Ml,l 


«/»+«,2 


. . • ap.^^,p 


X/r+a 


1 


«/.+.,! 


«/>+«,2 


. . . €lp+a,p 


K/>+a 



= 0. 



Si l'on considère un système de valeurs de x^, x^^ ..., Xp^ .... x„ 
qui annulent X,,X2, ...,Xp (ce système est formé, comme nous l'avons 
vu, par des valeurs arbitraires de «7^i, Xp^^* •••» ^n et par des valeurs 
correspondantes déterminées de x^^ «?2> •••> ^p)f pour ces valeurs, 



(9) 



Téquation précédente se réduira à 



\p^a, y^ 



m • • • 



/z 



«./» 



Û».J 



a 



p.p 



«1.. 






a 



p,\ 



a 



p,2 



a 



/»-l-a,i «*^-4-*,î 



fli 



a 



«*/» 



«2.J 



^ 



/»./» 



K, 
K. 

• • 

K„ 



a 



P'*-^,p 



K 



p-^-tt 



r= o. 



et, comme le multiplicateur deX^» est, par hypothèse, différent de 
zéro, l'équation X^h^= o ne pourra être satisfaite pour les valeurs des 
inconnues qui annulent X,, X2> .... Xp que si le déterminant 



(^) 






a 
a 



p,t 
p+^» 



«M 

m • 



a 



/»+«,« 









'jï./i 



a 



P-\-9L,p 



K 



yi-f-a 



est nul. Si ce déterminant n'est pas nul, Téquation Xp+a= o est incom- 
patible avec les /> premières équations; il y aura donc, dans le système 
proposé, autant d'équations incompatibles avec X4 = o, Xs = o, ..., 
Xp = o, qu'il y aura de déterminants (a) différents de zéro. 



Cas où le système proposé est homogène. 

3. Ce qui précède montre que, dans le cas où A^o, un système 
linéaire et homogène ne peut être satisfait que pour des valeurs nulles 
des inconnues. 

Si A = o et si en outre tous les déterminants mineurs d'ordre/? -h i 
sont nuls, sans que tous les déterminants d'ordre /? soient nuls, la dis- 
cussion précédente montre que, si 






«1,2 
«2,2 






a 



p,i 



a 



p.2 



a 



p.p 



^o. 



les équations X, = o, Xo = o, . . . , Xp = o sont satisfaites pour des valeurs 
arbitraires de Xp^t, ^p+2» .. , ^/i et des valeurs déterminées correspon- 
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liantes de x^, X2, «..» Xp\ les équations Xpf.^ = o pour toutes les 
valeurs de a depuis a = ï jusqu'à 0L^=^n — p seront satisfaites pour 
les mêmes valeurs des inconnues. Ces n^ p équations sont donc des 
conséquences des/? premières. Il n'y a jamais incompatibilité, puisque 
les déterminants tels que (a) sont identiquement nuls. 

Le degré d'indétermination est marqué par le nombre des détermi- 
nants mineurs de A d'ordres différents qui se sont tous annulés. 

Les quantités Xp^.a sont des fonctions linéaires et homogènes de 
X,, X,, ..., X^, car on aura d'une manière générale 



ûl,. 


«..3 


. . «1./» 


A, 


ûl.. 


«1.» 


■ . «ï./, 


X, 


« • • 


■ • • • 


• • • . • 


• • 


«/».« 


fl/,.t 


. . ap,p 


X, 


«;i-+-a,i 


«/»-♦- »,1 


' • ^p-^.p 


X^-Ml 



THÉORIE DE UÉUMINATION. 



Conditions pour que deux équations aient une racine commune. 
4. Considérons d'abord le cas de deux équations du même degré 

f{x) = AtX^ H- A, x^-' -f- . . -f- A« = o, 

et cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux 
équations aient une racine commune. 

Formons pour cela les équations de Cauchy, dont la forme générale 
est 

Ao .rt^-' -*- A. x^-^ -h ... -h A^-, __ A;, x^-^ -f- A,^.4-, j-"— »^-^' -4- . . . ^. A„ 
B,x^-' -r B, x'^-' -h ... -h B^-, "" B^ x^^ 4- Bp,+, x*-^-*-' -K ...-+- B^' 



Désignons par G^y, le coefficient de oc^^"* dans cette équation mise 
sous forme entière ; elle pourra s'écrire 



G^., j:*-* -h G^,» x""* H- . . . H~ G*,v x^'" -f- . . . -t- Gji..,-, x -h G,*.„ = o. 
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Appelonsy^ et ^^ les polynômes de degré ii 

f^ = Ao xî* -h A, x^-' -^ . . . + A^. 
o^= Bo xv- 4- B, a;!*-' H- ... -h B., ; 

on sait que Téquation précédente peut aussi se mettre sous la forme 



Cela posé, considérons le déterminant 



A=: 



G,,i G,,i Gi.3 

G .1 Ga,, G,,3 



G,.,»-, G,. 
G,,»-, Gï, 



'■•,1 vil», a tj«i,i . . . ilM,j||_i \Jm,t 



Multiplions les éléments de la première colonne de A par x"'-\ 
ceux de la seconde par af""^^ ..., ceux de ravant-dernière par x et 
ceux de la dernière par i ; faisons la somme des produits par rangées 
et substituons aux éléments de la dernière colonne de A les sommes 
trouvées; le déterminant A ne changera pas» et Ton aura identi- 
quement 

G,,i Gi,5 ... G,,«,_, fo 9(0:)— 9» f(x) 
G,,, G,,, ... G,,«_, /, 9(j:)— cp, f(x) 



1 — 



• ••• ••• ••••• 



G^,, • Gy,,, . . . G^,«_, /^-., 9 (x) — 9^_, f(x) 



G»,i G«.5 ... Gm,m-i fm-\0[x) — C^m^- f{x) 



OU bien, en séparant. 



A -- o ix) 



Gi.i G,., 

Gi,i G,,a 



G,,»_, fi 



• • . • 



j *^m,t vïiiii.î • • • ^m,m — \Jm—\ 



•/W 



G.,. 
Gj,, 



Gi,j 

Gî,a 



• • iii,iii— 1 9o 
. . Gj,!»-! 9i 



• • ■ • • 



vlm,i vl/w.î • • • \JliH,m-^\ 9ii 



Les polynômes que multiplient respectivement f{x) et ^{x) sont de 
degré /w — i. Soit, pour abréger, V^^^ le premier et V,„_, le second, 
Tidentilé précédente deviendra 



A=:U«-.9(XJ-V.../(X). 



2. 



( 12) 

Cela posé, si ^{œ) = o etf{x)= o admettent une racine commune, et 
que Ton mette à la place deœ, dans le second membre de Tégalité pré- 
cédente, cette racine commune, le second membre s'évanouira, et, 
comme cette équation est une identité, A devra être nul. 
Réciproquement, si A = o, on a identiquement 

comme (p{x) ei/{x) sont de degré tw, Vm-* et V;„«, de degré m — i, 
il y aura au moins un facteur de la forme x — a, commun t^ /{x) et à 
(p{x)^ et, par suite, les deux équations /{x) = oet(p{x) = o auront au 
moins une racine commune. On voit donc que A = o est la condition 
nécessaire et suffisante pour que les deux équations proposées aient 
une racine commune. 

Calcul de la racine commune. 

5. Supposons que les deux équations/(a?) = o, (p{x)=z o n'admettent 
qu'une seule racine commune, et proposons-nous de la calculer. 

Désignons généralement parA(/?, 9) le déterminant mineur obtenu 
en supprimant dans A la rangée d'ordre/? et la colonne d'ordre q, et 
considérons le déterminant 



A (m, m) — 



^^2,1 via.ï • • • vTa .111—1 



vlfli— 1,1 ijm—igi • • • ^«— i,w— I 



obtenu en supprimant dans A la dernière rangée et la dernière colonne; 
multiplions les éléments de la première colonne par o?"*"*, ceux de la 
deuxième par a::^"^, ceux de la dernière par o?, et remplaçons les élé- 
ments de la dernière colonne de A(/n, m) par les sommes obtenues, en 
ajoutant par rangées les produits précédents; ces sommes ne seront 
autre chose que les premiers membres des équations de Cauchy, dimi- 
nués de leurs derniers termes, c'est-à-dire 

/« 9 [x] — 9o/(^) — Gi.m» /l ? i.^) — 9i/(^) — ^2,«» • • ■ ; 

le déterminant A(m,7n), par suite de cette opération, sera multiplié 



( ':M 

para?, et Ton aura la nouvelle identité 



jT A(/n,/n)=r 



Gi.i Gi,3 
G,., G,,, 

• • • • • ■ 



Gu«-î /o 9(^) -- 9. /(^) — G,, m 
G,.m_a /, 9 (a;) — 9, /(a:)— G,.« 



G«-,.«_j /«_j 9(^) — 9<^,/(^)— Gw-i.m 



Le second membre de celte identité peut se mettre sous la forme d'une 
somme de trois déterminants, savoir 



xA[m, m) 



ou bien, d'après la notation adoptée. 



jrAfm, m) -h A (m, m — i) 

Vl2,ï Cjj,j ... ij2,m—i J\ 



^«— i.i vïm— i,j ••• llfli'»!.!»— 3,/<n«-t 



?w- 



G,., 


G, ,2 


G|,iB_2 /o 


G,., 


Ga.ï 

• • • • • 

G„-i.a . . 


G,,w_, /, 


Gfl,-,,, 


'rm— 1,111— «ym— ï 


Gi.i 


G.., . . 


Gi,«,-ï 9o 


Ga.i 


G,,» 

• ■ • • • 


Gj,«,-, 9, 


Gm-i,i 


vT/« — \,m~-i Om—i 


G,.. 


G|,j 


Gi,«_ï " G,, m 


Ga.i 


Gj,, 


G2,«-2 G»,«, 


G»._,,, 


a • • • • 


ti «— i , «— 1 fli_ 1 , Bi 



©(x) 



/(*) 



vîi.i ij|,a ••• ijï,«— 2 9* 
G»,i tia.i ••• tiî.in— 3 9' 



■ • 



tlsi—ij ^Jai— 1,1 ••• ijfli— i.m— t 9"*—' 



f[^\ 



Si donc /(a;) = o et 9(07) = o admettent une racine commune, la 
fonction a7A(/n, m)-4- A {m, m — i) devra s'annuler quand on substi- 
tuera à X cette racine commune dans l'identité précédente. 

La racine commune sera donc donnée par l'équation du premier 



degré 



or A(/w, m) H- A(m, /w — . i)— o. 
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Il convient de faire ici une remarque importante. 

L'expression précédente de la racine commune n'est pas la seule 
qu'on peut obtenir; si, au lieu d'opérer sur le déterminant A(/n, m)» 
(H)mme nous venons de le faire, nous avions considéré le déterminant 
^{{i, m)y en répétant sur ce déterminant les mêmes opérations que sur 
le premier, nous serions arrivés à l'équation 



xH (jLj m) -\- ^{[jL, m — i) 

1 






9W~ 



Gi,i Gi,, 

Ga,! Gî.a 

« ■ • • • • 

Vfji— 1,1 il|Jl— I.J 

vï}t-».i,i (j)fc^-i,a 



^«1,1 i^m.a 




vl/ij,«i_2 ^m — I 



on voit que la racine commune à 9(0?) = o et à f{oo) = o doit annuler 
a?A(jx, m) -4- A(]u., m — r); et cela doit avoir lieu quelle que soit la va- 
leur de fJL, depuis /JL = 1 jusqu'à /jl = m. 
Les équations 

a;A{i,/n) -i-A(i,m — i) nro, 

a:A(2,m) -f-A(2,m — 1) -- o, 



:rA(/n, m) -i- A(/n, m — i) ^^ o, 



au nombre de m, admettent donc la même racine. 



Calcul des puissances de la racine commune depuis la puissance i 

jusqu'à la puissance m — i . 



6. On peut calculer de la même manière une puissance quelconque 
x"*"^* de la racine commune, v étant moindre que m. Considérons, à cet 



( tô) 



efTct, le déterminant 



Ai>,v) = 



G.,, 


G|.2 




G,,v-i 


G,,>+i 




(il, m 


G... 


G.., 




G,.v-, 


Gl,vH-l 




Gt.m 


■ • • 


• • • 










• • • 


G;,-,,, 


Ghu-m 




1J|A— |,V«| 


iTjfc— l,v+| 




GjA_|,,M 


Gn+i,i 


Gji.#.i,î 










* ■ • ■ • 



iïfll,! vifli.t . • . tT0|,v — 



l'ill.M 



Multiplions les éléments delà première colonne par x'^'^ ceux de 
la deuxième par or*^*, ..., ceux de la colonne d'ordre v — i par 
^«-v^i^ ceux de la colonne d'ordre v + 1 par o?'""^""*, .... ceux de la 
dernière colonne par i , et ajoutons par rangées les éléments modifiés; 
nous reformerons les premiers membres des équations de Cauchy, 
moins les termes Gi^v^"^» Ga.v^""^, ...» Gm.s^xf*^^'^ remplaçant dans 
à{ii,v) les éléments de la dernière colonne par les sommes obtenues, 
et simplifiant comme précédemment, on arrivera à l'équation 

dans celte équation» U^L^ et Vl^i, sont des polynômes de degré m — i 
en X, dont il est aisé de voir la loi de formation. 

Si/(a?)=o et (p{x) = o ont une racine commune, on voit que 
l'équation 

A(fx, >) 4- (— I j"^"-' A ( /Jt, m ) ^r"— = o 

donne la puissance m — v de la racine commune. 

Cette formule nous donne m expressions de la puissance m — v de la 
racine commune; il suffit d'y faire jm = i, 2, . . . , m pour les obtenir. 

Une fonction rationnelle quelconque d'une racine d'une équation 
/{x) = o étant une fonction entière de degré {m — i) de cette racine, 
on voit que cette fonction se réduit à une fonction linéaire des quan- 
tités A(/x, w), A(jtji,m — i), A(|jL,m— 2), ..., A(/x, i). 

Dans le cas de /x = m, les fonctions UlSii et Y^^U ne sont plus que de 
degré m — 2. Nous allons tirer des formules obtenues cette consé- 
quence importante : 

Si a t=: o et si le déterminant mineur de A obtenu en supprimant 
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dans A la dernière rangée et la dernière colonne, cesuà-dire à {m, m) 
est aussi nul, tous les déterminants mineurs d'ordre /w — i de ùi sont 
nuls. 

En effet, réquation 
a:A(/n, m) -h A(fn, m ~i) 

vii,i Gi,ï ... G,,(B— a fo 



vï/n-i.i ijfli— i,j ... \Jm—\,m—tJm—i 



<f{x)- 



^1,1 G|,2 ... lj|,»|-.2 Çi 



vi«— 1,1 ij/n— 1,2 ••• vi<w— 1,(»— «9*"""' 



/W. 



obtenue précédemment, nous montre que, si A(/n, m) = o et A = o, 
ii faut que l'on ait aussi A(m, m — i) = o; car, si A(/w, /n) = o, le pre- 
mier membre de l'identité précédente se réduit à A(/n, m — i), et, 
comme les deux équations /(a?) = o, 9 (a?) = o ont une racine com- 
mune, d'après l'hypothèse A = o, le second membre de l'identité pré- 
cédente s'évanouira quand on mettra à la place de x cette racine com- 
mune; il faut donc que /^{m^m-- i) soit aussi nul. Dans ce cas, il 
existe deux polynômes de degré m — 2 qui, multipliés respectivement 
par 9(0?) et /(o?), donnent une somme identiquement nulle; c'est, 
d'après le théorème connu d'Euler, la condition nécessaire et suffisante 
pour que les deux équations aient deux racines communes. 
Or l'équation 

A(^,v)-t-(-i)— A(^,m):r-^:=U;:i,9(^)--Vj:i/{x) 

donne, dans le premier membre, un polynôme du premier degré en a; 
pour V = m — I ; ce polynôme doit s'annuler lorsqu'on y remplace x 
par les deux racines communes; par suite, il doit être identiquement 
nul, et l'on a, quel que soit (jl, 

A(fx, m) =0. 

L'équation précédente nous montre que l'on a aussi, et quels que 
soient fx et v, 

On voit donc que, si A = o et A (/w, m) = o, les deux équations pro- 
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posées ont deux racines communes et tous les déterminants mineurs 
A (/x, v) d'ordre tw — i de A sont nuls. 

On peut établir également que, si A(/?2,m) = o et A(m, m— i) = o, 
tous les déterminants mineurs d'ordre m — i de A sont nuls, et par 
suite A = o, et les deux équations admettent deux racines communes; 
car nous avons établi l'identité 

;r A (m, m) -h A (m, m — I ) = Um-» 9 (^) — ¥«-5/(0:), 

OÙ U,„-.a et V,„_2 désignent des polynômes de degré m — 2. 

Si A(/w, m) = o et A(m, m— i) = o, d'après le théorème d'Euler 
(f[x) =0, /(^) = o ont deux racines communes; par suite, A = o 
et A(fji, v) =0. 

On peut donc dire que les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que les deux équations proposées aient deux racines communes sont 
A = o avec A(z»,m) = o, ou bien A(/n,/w) = o et A(m,m — i) = o. 

Si nous nous reportons à l'équation 

A==U._.(p(a;)-V._./(ar), 

nous voyons que, dans le cas où les deux équations/(a7) = o, 9(0?) = o 
ont deux racines communes, les deux polynômes U;„_i et Y^^t sont 
identiquement nuls, car les coefficients de^ô,/,, ...,/„-i, (fo, 9*» ...» 
fn^i sont des déterminants mineurs d'ordre m — i de A, et, d'après 
ce qui précède, ces déterminants sont nuls. 

L'équation du second degré qui donne les deux racines communes 
peut être formée aisément; nous ne ferons pas ce calcul, et nous abor- 
derons immédiatement le problème général de la recherche des condi- 
tions que doivent remplir les coefficients de deux équations de degré m 
pour qu'elles aient un nombre p quelconque de racines communes; 
nous formerons l'équation de degré/? qui donne les p racines com- 
munes; Téquation du second degré dont nous venons de parler n'en est 
évidemment qu'un cas particulier. 
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Recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que deux équations 
de degré m aient un nombre quelconque p de racines communes. 



7. Considérons à cet effet le déterminant mineur d'ordre m 
de A 



P "+■ ^ 



A(^-') = 



••• ••••• •« 



G._ 



/»-HM 



VTin_n4.|,3 



< • • • 



\Im^p-^\ ,m—p-\-\ 



multiplions les éléments de la première colonne de ce déterminant par 
par j?"*"\ ceux de la deuxième par o?^""', .,., ceux de la dernière par 
af~^ ; ajoutons par rangées les éléments modifiés ainsi, et substituons 
aux éléments de la dernière colonne de A^"'^ les sommes obtenues; 
nous reformerons les premiers membres des équations de Cauchy, 
moins les termes en af"^^ x^"^, .,.,ic*, et A^"*' sera multiplié par 
af"* ; on aura donc identiquement 



^ip-nxP'-^= 



G|,i G|,a 

Gj,i Gï,2 



Gi.m^p fi 9 (a;) 



?• /(^)~ Gi »"»-/»+! xf" ' — ... — G,,« 

9 » f{^) ~~ Gi,m^p+i xP-^ — ... — Gî,», 



Si nous appelons généralement AJf~'^ le déterminant 






G... 
G,.. 



^■1— f+l,l 



G|,2 



il|,«— ^ tj|,i w ji+yi-hi 



G 



»--^+«.l 



• • . . • • 



G 



«— ^+i»«— p-^J*-»-| 



Téquation précédente pourra s'écrire 



^ip-^) XP-' + a;''-*^ x^* 4- ... 4- Apj* 

G|,i G|,i ... {j\^m—p J9 

G|,i Gj,i ... w,m-^p j{ 



vl«i— ^+1,1 \Jm—p-^i,tit^pJn~-p 



?W- 



Gi,i G,,, 



• •• ^i,m—p 

• • • 'Jï,»— /» 



9< 



fm—p-^ 



1,1 lJM^p-hi«3 ••• {jHh-p-hi,m—p9'»—p 



m 
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OU bien 



U,„_p et Sm-p étant des polynômes de degré m — p en x. 

Cela posé, si ç(a?) = o et/(a?) = o ont /> racines communes, 
ces p racines devront annuler le premier membre, qui n'est que de 
degré /? — i ; il faudra donc que l'on ait 

et réciproquement, si ces conditions sont remplies, le premier membre 
de Téquation est identiquement nul; on aura donc identiquement 

U«__^ 9(4:) — \^-pf{x) = o, 

et, d'après le théorème d'Euler,les deux équations/(a;) = o, <p(a?) = o 
auront au moins/i racines communes, ce qui se voit d'ailleurs immé- 
diatemenL On peut donc énoncer cette proposition : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations 
f[x) = o, (f[x) = o de degré m aient p racines communes sont 

les quantités A|f"^* ayant la signification indiquée plus haut. Ces condi- 
tions sont au nombre de p. 



Formation de Téquation de degré p qui admet les jy racines communes. 
8. Pour cela, considérons le déterminant d'ordre m—p 



à(p) = 



G.,. 

■ • • 



G... 
G,,, 



G,., 



• • • • • • 



• •••■• 



G.^.- 



G.., 

• • • • « 
^m^p,in—p 



et opérons sur A^^ comme nous l'avons fait sur A^'^*^; le déterminunt 
A^^ sera multiplié par xP^ et, en désignant généralement par A^^^^ l'ex- 

3. 
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pression 






G.., 



1.» 



G 
Gi,ï 



Gi,i 






^at—ptl ^m—p,^ 



vTfli— «,ii»— n— I ^JH— », 



JH— p,Jli— ^-4-j* 



on aura, comme précédemmeûti 

G| I G|,j . . . G|,m— 1^1 J\ 
^i,l Gj,i . • • ijt^m—p-^i Jl 



• • 



^m — pti * • • • • • ^m—p,m — p — \Jm—^ 



?(«)- 



-/»— I I 



vTi,! ^i,a • • • ^\,m—p^\ 9» 
Ga,! Gt,» • • • Gi.ai— 1>— i 9> 



-i • 



/w 



ou bien 



On voit par cette équation que, si/(a?) == o et ^(a?) = o ont p racines 
communes, ces p racines doivent annuler le premier membre; par 
suite, 

est l'équation de degré/? qui donne les /? racines communes. 



Discussion générale. 

9. Supposons satisfaites les conditions qui expriment que les deux 
équations f[œ) = o et 9(0?) =3*0 admettent p racines communes, 
et supposons en outre le déterminant d'ordre m — /?, désigné par A^^ 
nul ; nous allons démontrer que tous les déterminants mineurs d'ordre 
m — /? de A sont nuls. 

Soit A(|x,, JX2» P-s» •••f i^p» Vo V2, ...t Vp) le déterminant mineur 
d'ordre m^-p obtenu en supprimant dans A les rangées d'ordre 
f^i» l^2f •••9 i^p et les colonnes d'ordre V|, Vj, ..., Vp. Opérons sur 
A (]x,, fXa, ..., /Xp, V,, V2, ..., Vp) comme nous avons opéré sur A^*^*^ et 
sur à^\ c'est-à-dire, multiplions les éléments de la première colonne 
par 00^"*^ ceux de la deuxième par af^^^f ... (les colonnes de ce 
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déterminant conservant les numéros qu'elles avaient dans A) ; ajoutons 
par rangées et remplaçons les éléments de la colonne d*ordre v par les 
sommes obtenues; le déterminant A(fx.,, /x^, ..., ^^, v,, Vs* •••»''^p) sera 
multiplié par a;^"^, et Ton arrivera» comme précédemment» à une équa- 
tion de la forme 

Ij:*-* A{fx„ iiuy^iy ...» l^p. v„ Vu ...| Vp) ±x«-^ A(;x„ a„ ..., ^p, y,y„ ..., v^) 
±j;«-*pA(a,,|[x„ .... yip.ViyVu ...,v^_„v) = V(^[x)-^Yf(x)j 

U et Y étant des polynômes en x dont le degré en x est au plus m — i ; 
c'est de cette identité que nous allons nous servir pour faire la dis- 
cussion complète. 

I. Supposons» en effet, que nous fassions dans cette formule 

v=m — p, V, =m — /n-i, ..., Vp^x = m — i, Vp = m, 

|tx, :=m — />-^i, ...» |Xp-i = m — ly ^p= m ; 

^il^if 1^29 •••» f^/i» Vf» V2« •••» Vp) no sera autre chose que le déterminant 
que nous avons désigné par A^\ puisqu'il résulte de A par la sup- 
pression des p dernières rangées et desp dernières colonnes de celui-ci ; 
de plus» le polynôme qui forme le premier membre de l'identité est de 
degré /> — i , puisque le coefficient du terme de degré p est nul par hypo- 
thèse ; dans ce cas» les polynômes désignés par U et V ne sont que de 
degré m—p — i; par suite» on peut affirmer» d'après le théorème 
d'Euler» que les deux équations/(a7) = o» 9 {x) = o onlp ■+- 1 racines 
communes, le premier membre de l'identité devenant zéro. 

II. Laissons actuellement arbitraires les quantités fXi» fi^, .«.»/Xp» et 
faisons 

v = m-^py Vi = /n — pM-i, ..., Vp = m; 

l'identité (a) deviendra 

jir^A(fXi,|uii, ...fiJLp, m—pH- T, m — /? -h 2, ...,m) 
±A'^"* A (ui, jjia, ...» yipf m — p, m — p -h 2, ...,/n)d:. . . 
±: A(fz„u„...,^p,'» — p-*-i, m— p-ha»..., m — i,/n— /i) = U,ç(ar) — Vi/(jr). 

Le premier membre est de degré /?; il doit s'annuler quand on substitue 
à 07 les/7 + I racines communes; par suite» il est identiquement nul. 



(") 

On a donc, en particulier, 

A (fjL,,|:ji„ , . .ifXp^m — />-!- I, m — -/? -*- 2, . . ., m) = o, 

quels que soient fX|, jul,, ..., /x^. 

III. Laissons arbitraires les quantités |X|, |tiL2, ..•> jx^ et v, et faisons 

ridentité (a) deviendra 

^~*A(fx,,fx„ . . ., /x^, m — p 4- 1, m — /?-4- 2, . .•, m) 
J^:r''-'A(fji„/ia, ...,/:jl;„v, m — p-f-2, . . .,/ii) 
zt: jjf-'AduL,, /uiî, . . . , fx^, m — /> -f- 1, V, m — /> -f- 3, . . ., m) ±:. . . 
±:A(/x„/xa, . . ., /utp, m — /? 4- 1, . . ., m — 1, v) = UjçIj?)— V,/(jr). 

Le coefficient de a;^*"" est nul d'après ce qui précède, et le premier 
membre, s'annulant pour plus de/? — i valeurs de 07, est identiquement 
nul, de telle sorte que Ton a 

A (fXi, fjtj, . . . , juty,, V, m — p -f- 2, m — p -*■• 3, . . . , m) = o, 
A(/x„fz„ . ..,/uip, /n— /n-i,v, m— /I-4-3, . . .,m) — o, 

• • f 

A(|Xi, fjii, . . ., /jt^, m — /7-f- 1, m — /> -4-2, . . .,/n — i,v) = o. 

IV. Laissons maintenant fJLi, jtx,, ..., fx^, ainsi que v etv^, arbitraires; 
l'identité (a) prendra la forme 

j:"-*A(|ui,,/zj, . . .,/jt^, v„m — /7-+-2, . .., m) 
dro:*"''» A(/x,, |ui„ . . . , juip, v, m — p -f-2, . . ., m) 
=izx'''A(|ui,,/x„ . . .,|^^, Vi, V, m — p + 3, . . ., m) dh. . . 
zL A(fx„^a, ...,|x^, v„m— p-h 2, ..., m — 1, v)=:U8(p(ar)— V3/(^). 

Les coefficients de a;^"'', a?^"^' sont identiquement nuls d'après ce 
qui précède; par suite, 

A(fx„^„ . ..,|:xp, v„v, m — /I-+-3, .. ., /w) = o, 
A(p„fx„ . . .,|utp,v„m— /> 4- i,v, ...,m) = o, 



A(fx„/x„ . .., fx^, v„ m — /14- 1, . ..,m — I, v) = o. 
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V. Si on laisse fi,, fJi2t •••» i^pt v, v,, Va arbitraires, et si Ton fait 

ridentitc (a) prendra la forme 

^"•-*A(,a,,|x„ . . .,fx^, Vi, Vj, m — p 4-3, . . . , m) 
±:c"-'iA(/jt„/ut„ .. .,fx^, V, Va, m — pH- 3, ...,m) 
db a;'"-^A(/x„ |uta, . . , fx^, Vi, v, m — p -+- 3, . . . , m) 

±xP-^ à[iJLtf fjt,, . . ., (ipy V,, v„ V, m — p-4-4> •••>'») 
it 

zb A(/jt„ ^„ .. ., p^, V., Vî, m — /> -4- 3, . . ., m — i, v) = U« ^(x) — Vi/l^) ; 

les coefTicierits de af"^, a?"*""''s oo^^^* sont nuls, donc tous les autres 
coefficients sont nuls : donc 

A(^„ a„ . ..,a^,v„ Vj, V, m— y? -4-4» . . ., /n) = o, 
A(|:ji,,fz„ . . .,fx^, Vi, v„ m — /? H- 3, V, . .., /w) = o, 



A(^„ jxi, . . .,fX;„Vi, Va, m — p-h 3, ..., m — I, v)=:o. 

En laissant ensuite jx,, juia» «-m /^/^t V|, v,, v,, v arbitraires, on démon- 
trerait de même que 

A(/:z„/Xa, .. ., fX^, Vi, Vi, Va, V, m — /? -4- 5, .. ., /7?) = 0, 

et ainsi de suite. 
En continuant, on arriverait à faire voir que généralement 

A(/X„/^a, ..., /X^, V„V„ ... V^) = 0, 

quelles que soient les quantités jj.f, jxs, ..., /Xp, V|, Va, ..., v^, c'est-à-dire 
que tous les déterminants mineurs d'ordre m — /> de A sont nuls. 

Cas où les équations ne sont pas de même degré. 

10. Dans ce qui précède, nous avons supposé que les deux équations 
f(^x) = o, f{x) = o sont toutes deux de degré m; mais les résultats 
précédents subsistent quand les équations proposées ne sont pas de 
même degré. 

Considérons deux équations, Tune /{x) = o de degré m, l'autre 
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^[x) = o de degré n, et supposons» pour fixer les idées» que n soit 
moindre que m. 
Soit 

f{x) = AtX^-h Ai^~'-+-. . .4- A« = o, 

? (x) = Bn^^x^-h B«_^+, a:"-' -f-. . . -h B« = o. 

On démontrerait, comme nous Tavons fait dans le cas de deux 
équations de même degré» que» si Ton désigne par A le déterminant 



A=:: 



o 
o 
o 



O 

B.-„ 



B 
B 



o 
o 

• 

m — n 



O 
O 
O 



... o 



o 



o 



... o o 
... o B 



m — N 



B 

B 



B 
B 



«— n 



m—n-hi 



B, 
B. 



B. 



m — n-t-i 



B 



iii — m-i 



B, 



o 



o 
o 



B 



B»_, 



jR— n4-3 



'm — n-f-i,3 ••' 



.«.••• .•• 



G, 



ifl 



Gai, 2 G«,s 



• • 



• • » • 



• a . • * 



O o 



Gi»- 



m — iH-l »«i 



'm, m 



OÙ les quantités G,n^„^^^ sont les coefficients des n dernières équations 
de Cauchy relatives à /(o?) = o et à y(a7)= o» formées à la manière 
ordinaire; A = o est la condition nécessaire et suffisante pour que les 
deux équations/(a7)=o, 9 (a?) = o aient une racine commune. Désignons 
par A| le déterminant obtenu en formant les m équations de Cauchy 
relatives à/(a?) = o, (p{x) = o; les équations étant mises sous la forme 

f(x) = At^x^-^ A.ar— • -f- . . . 4- Am-n-xX"^' 4- A«_«a:" -+-... -4- A„ = o, 
<f{x)= o,x"-^ o.:r*~'4-. . .-h o.a:"+' ■+■ Bm^nX^-h. . .H-Bfl, = o, 



nous allons démontrer que 



A, = AAï*-' 



Il est aisé de se rendre compte de la manière dont le facteur Aq s'in- 
troduit dans A,» car Thypothèse A© = o donne aux équations/(a?) = o» 
0(0;) = o» écrites sous la forme indiquée» une racine commune infinie; 
le facteur Aq ne doit pas figurer dans le premier membre de l'équation 
qui donne la condition nécessaire et suffisante pour que/(a7)=o» 
<p{x)= o aient une racine commune» car Thypothèse Ao = o ne donne 
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pas en réalité aux équalions/(a?) = o, (f{x) = o une racine commune 
infinie. 
Pour démontrer l'égalité en question, savoir 

formons le déterminant A| ; considérons, à cet effet, les équations 

Aa ( B<„„„ j:" -4- B„^.HH-t ^'•~' H- . . . -4- B„) = o, 

( Ao ^ H- A , ) ( B,^ x^ -h B«_„^., a:— • -4- . . . -f- B« ) = o , 

( Aaa:»-h A, o: -+- Aa) ( B«_.^ -t- hm^+i x^-' + . . . -f- B«) = o, 



( Ao^:"-'^' -f- A.a:— — ^-1- ... -4- A»-,^,) (B„^:r"-+- . . . 4- B«) == o, 

( Ac a;«-« -f- A, o:--—» +...-f- A«-„) (B»-,^.. ^p^' -4-...-f-B«) — B«^„(A«^^, a:»-' +...+ A«) 

[ A. a;^-' -4- A, x^^ -+-...-+- A*-,) B« — ( B«_„ar"-» -f- B««n+t a:-» H- . . . + B^, ) A™ = o. 

Les n dernières sont celles qui ont été désignées par 



/ 



G 



«— «4-I 



,1*'^ H~ vT/II— ii-h!,2«3^"'~' -T- . . . -+- ijj||_n^t^m O, 



G«,, jc"-» -+- G«,, o:*-* -+-... H- Gm.m = o. 



Considérons Tune quelconque des premières, celle qui occupe le 
rang ^, par exemple, 

(Ao^-*4- A,ir»-^-+-. . .4- Ay-,)(B„-,a:"-f- B«._n^, x»-« 4- . . .-+- B«) = o. 

Elle peut s'écrire 

^^-»-'-'-f-...-+-A^_,B 



'm—n 



A.B„.„|^»+*->-l-A,B 



a7**^-'H-A,B«_. 

-♦- Ai Dm~a+i 
A«l>fl|_nH-3 



^"^-»-4-...-+-ArB«_„ 

■+• Ar-i-Da-«4.| 
■+" Ar— a Hfli— 114.2 



H- A. B 



m— n-t-r 



et fournit dans le déterminant A, la rangée 



0,0, .... o I A,Bm- 



A.B 
A.B 



«•— JH-I 



AiBm-n 


. • • 


ArBm-n 


AiBm-^^i 


• • . 


4~ A^^l Bm-R+l 


Ao DjM..^.^} 


■ • • 
• • • 


H- Ar-a On— A 4-2 



AjB, 



'«— «-♦-r 



... I Aç- I lljn< 
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Si l'on multiplie la première rangée de A par A^.f , la deuxième par 
A^_2, ..., la 9*^™®par Ao» et si Ton ajoute les éléments modifiés par 
colonne, on pourra substituer à la q^^^^ rangée la somme ainsi obtenue; 
le déterminant A est alors multiplié par Ao et laçr»^« rangée de A est 
devenue, par cette opération, identique à la y*^^ rangée de A,. Si donc 
on opère ainsi sur la [m — n)*^™« rangée, puis sur la (m — n — i y*"*", .... 
à chaque opération une ligne de A sera remplacée par une ligne de A,, 
et chaque opération équivaut à la multiplication de A par Ao- Après 
avoir fait les m — n opérations analogues, A sera devenu identique 
à A,; on aura donc 

Cela posé, on voit que, si les équations /(a?) = o, 9(0?) = o ne sont 
pas de même degré, on pourra faire sur le déterminant de Cauchy et 
sur les déterminants mineurs qui s'en déduisent tous les calculs que 
nous avons faits dans le cas où les équations sont de même degré. En 
faisant usage du déterminant A| , qui est symétrique, on n'introduit que 
le facteur Aq dans les deux membres; les formules précédentes peu- 
vent donc être appliquées encore dans le cas où les équations ne sont 
pas de même degré. 

Si (f{x) = o est de degré n, n étant moindre que m, il suffira de 
supposer g?o = o, 9< = o, ..., (fm^n-\ =0 dans les formules précé- 
dentes; 9,„_„ sera le terme B,;,.,, de degré zéro, .... ç?,„_p de degré n —p; 
par suite, l'équation 

qui résume toute la théorie précédente, se réduit à une équation dé 
la forme 

^n-^p étant un polynôme de degré n —p. 
On voit sur cette équation que 

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équa- 
tions de degrés met /i, /(a?) = oet(p(a?) = 0, aient/7 racines communes. 
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L'équation qui donne \e& p racines communes s'obtient comme pré- 
cédemment. 

Nous désignerons par ©^_<(iF) le premier membre de l'identité pré- 
cédente, et nous allons actuellement étudier les propriétés des fonc- 
tions 9. 

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS B. 

I. 

1 1 . La fonction 0^«|{a:) est le reste de la division du polynôme f[x) par 
le polynôme (p[x) à un facteur indépendant de x près, si o{x) est de 
degré p etf{x) de degré m, m^p. 

En effet, si nous faisons, dans l'identité 

0^, (x) == U.,-^ 9 (x) — y„-pf[x), 

n = p, \n_p ne renfermera plus la variable a? et deviendra le produit 
du déterminant que nous avons désigné par A^''^ par le coefficient 
de xP dans <p{x), soitB,„_^. 

L'équation précédente deviendra donc 

B„._^ à<P^f(x) =-- V^., 9 [x) - 0^ .. [x). 

Cette égalité montre que le déterminant 

tl|,| Ijl.J . . . iî|,jii_^ /o 

|T tij.i (ja.i . . . 1*2,»— p Jt 



lj*i- -/»-f-i,l tj«_^+j,i . . . \Jm--p-i-\.m~-pJm^p 

qui est une fonction de degré m —penx, est le quotient def{x) par 
(p{x),'Au facteur B,„.^A^^ près, et que le polynôme de degré p — i 0,,-.,(a?j 
est le reste de la division de/(a?) par (p{x), au facteur — B;;,_^ A^''^ près. 
Les conditions de divisibilité de/(a?) par9(j?j sont donc 

A(/'-) = o, Ar*^ = o, ..., A'p:^.o, 

et Ij^^p représente encore le quotient def{x) par ç(ar), si ces conditions 
sont remplies. 
A^^ est nécessairement diff'érent de zéro, dans le cas où n = /?. 



4 
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II. 

12. La fonction Qp^^[x) f-eprésente, à un facteur positif près ^ lafonction 
deSturm de degré p — i lorsqu'on prend pour (p{x) la dérivée f\x) du 
premier membre de V équation f[x) = o. 

Pour établir cette propriété des fonctions 0, nous allons faire usage 
(le la proposition suivante : 

Si /(a?) et (p{x) sont des polynômes de degrés m et n et premiers 
entre eux, et si X,«_p, X«_^, X^<, Y^-^, Y;,-p, Y^< sont des fonctions 
de 07 dont le degré en x est marqué, pour chaque fonction, par son 
indice, les deux identités 

\m-p 9 (^) — X„-pf[x) = Xp^t , 

y_,cp(^)-Y„_,/(x) = Y,„. 

ne peuvent subsister simultanément, à moins que l'on n*ait, quel que 
soit x^ 

Aju — p JIl«i — p A^ — I 

* m—p * ih-p ' p — I 

Pour démontrer ce théorème, il suffit d'envisager l'identité 

[\m-pYp-t — Ym~p \p-i ) 9 (a:) — [X„-p Yp^i — Y«-^ X^,-, )f{x) = o, 

qui se déduit des deux égalités données. Le multiplicateur de (p{x) est 
de degré m — i; il ne peut donc être divisible par/(a?), qui est de 
degré m; par suite, on a identiquement 

A.«r— /> * p — I JL/n— p \p — I ^^ O, 

Af|_^ M.p — I — M n—p ^p — I ^^^— O, 

ce qui donne 

A^m~-p An—p A^ — I 

M. m—p X n^p 1 p— I 

Pour de grandes valeurs de x, chacune des fractions se réduit au 

rapport des coefficients des termes de degré le plus élevé du numéra- 

teur et du dénominateur; comme Tégalité doit subsister pour toutes 

les valeurs de x, on voit que les coefficients des termes de plus haut 
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degré dans les fonctions X sont proportionnels aux coefficients des 
termes de plus haut degré dans les fonctions Y correspondantes. 

On sait que, si l'on désigne par Y et V, une fonction entière et sa 
dérivée, la fonction de Sturm de degré /> — i* Y;„_^, peut se mettre 
sous la forme 

V«_^,=V.(Q.Q,...Q«_p-4-...)-V(Q,Q3...Q«_.;,4-...); 

les quantités Qo Q2f •••» Qm-p sont les quotients obtenus dans les divi- 
sions successives, et dans chaque parenthèse le produit indiqué fournit 
les termes de plus haut degré. Si donc q^, q^, *"*qm-p sont les coeffi- 
cients de 0? dans les binômes QoQa, .•••Qm-p» les termes de plus haut 
degré en x dans les parenthèses sont respectivement 

on a donc 

V«H-/H-t = V, (j.ç,. . .q^por-P-h. . .) — V (ga?3. . . qm-p x^-^f'^ -^ • . . !• 

D'autre part, l'équation générale 
devient dans ce cas 

en faisant 

f(x)=\, 9(07) =V.. 

Si donc la fonction de Sturm de degré /> — i , V,„.;,^.|, est désignée par 

▼ m—p-i-i ^^ O^m—p'i'i XP~~ -t- Um—p+t ^^ -+-..., 

d'après la proposition démontrée précédemment, on aura 

dm—p+ t qiq^- » ^qm—p q^qz' • • qm—p 

Cette double égalité se réduit a 



^«— p+i _^___ qtq** » » qm—p 



car ûT, == — . 
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Calculons le produit q^q^.' qm-p ; les égalités 

Om—p — I — - ^m—p (Jm -pn 
f^m—p-^1 ^^^^ Cltn—p—x Qm~'p—i9 



eu -- flj Çj, 
donnent par multiplication 



donc 



et, par suite. 









«iflfl^ 






En multipliant membre à membre ces égalités, il vient 



^m—p+i [Cti (I7 • • ' 0.m—p ) dt 



AC") 



on voit aisément que A^"*^ doit être pris égal à l'unité, et, comme A© = ^o, 
on aura 

am_p+, ( «r, a, Al . . . a^p Y = Ao A^^-' ^ . 

Au moyen des relations précédentes, il est aisé d'exprimer la valeur 
des produits a» a,... rt,„.^ en fonction des quantités A^**^ ; on trouve 

Kf. ., /AC/^')A^A'-*-»)...A^'^^>\\. 
pour les valeurs paires de l'indice m —p-h i et 

a«_;^. - AC/- \^ Av/'îA^/'-^..Ai'— ^ ) Â". 

pour les valeurs impaires de l'indice m — p •+- i . 
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Les fonctions de Slurm sont donc les polynômes 



ou bien 

La prenriière de ces forniules convient au cas où m — ^ -f- 1 est pair, 
et la seconde au cas où m —/>-*- i est impair. 

Si donc nous supposons A© positif, ce qui est toujours permis, nous 
pouvons substituer aux fonctions de Sturm les fonctions 6, qui n'en 
diflèrent que par un facteur essentiellement positif. 

13. On peut simplifier les coefficients des fonctions 6 et substituer 
aux déterminants qui y figurent des déterminants d'un ordre moindre 
d'une unité. Les déterminants qui forment les coefficients sont tirés 
du déterminant de Cauchy relatif aux équations/(a?) = o,f\x) = o; 
on peut leur substituer des déterminants d'un ordre moindre d'une 
unité, tirés d'une manière analogue du déterminant de Cauchy relatif 
aux deux équations ^[cc) = o, f\x) = o, ^{x) étant la dérivée par 

rapport à y du polynôme y"/(- ) ? rendu homogène par rapport à x 

et à j^, et quand on y fait j^ = i. Cela résulte d'une proposition géné- 
rale ainsi conçue : 

Si (f[x) et^[x) désignent des polynômes de degré m — i, 

cp(x) = Ao^tr*-'-!- XiX'^^-h. . .H- A»_,, 

* 
le déterminant d'ordre m de Cauchy y relatif aux deux équations 

est égal au déterminant d'ordre [m — i) relatif aux deux équations 
multiplié par AJ. 



Les équations de Cauchy relatives au système a?y(a?) -t- tj^(a?) = o, 
ç;(a?) = o sont, en effet, 



(i...^:"-' -^G,,,J7»-» -4-...H-G,,. = At(p(j7) = o, 

G,.,x'"-'H-G,,2ar— '-^...H-Gî.«.=(B. +A,)(p(x) — A,iKx) = o, 

(i3...r"--' -4-G8,,;r-^' 4-...-fG,.« r=(B.ar-f- B.-F A,)<p(a:) -- (A,a:-4- A,)4^(x) = o, 



Les équations de Cauchy relatives au système ^^{x) = o, ç(rr) = o 
sont 



Hl^"-^ 



Hj.iJ:"-* •^H,.,:r^' M- . . . -t- H,.«-, =(B,a:-i- B,)<p(^) — (A.a:4- A,)vJ;{a?) = 0, 



H«-, ,. j:"-'-h H«_,,, j;--»4- . . . 4- H«_.,,«-,= (B.ar--'-^ . . . 4- B«^,) 9 (a:) — ( A.^^ 

De la comparaison de ces deux systèmes on tire les relations 



Gj,, Al A» — 0, 


Gj,, -—Aï A» =0, 


G4,i AaA, _o. 


Hi,i — Gt,a Al Al, 


Hj,i — Gt,2 — AjAi, 


Hs,i — Gf.î — A3A1, 


Hi,î — Gî,8 — At A|, 


H»,j — Ga,» — As Aa, 


Hj,i — G4,s AaAj, 


H|,3 = G»,4 — Al A3, 


"«,3 Gj,! A3 As, 


"8,8 = G4,4 Aj A3, 



Hi,ii — vîj,|,+i — AiA|if "»,n — Uiph+i A»A|i, tij,n — vT4,|i^i — A|A,t, elC, 



Or, si Ton désigne par A le déterminant 



A = 



a: 

A«A| 
A9A2 



Ao At 

G.., 
Gj,» 



A.A. 
G,., 

Gs,3 



• • • • 



AeAm»i ^Jm,7 ^m.i 



A.A^, 

G,,» 

Gj,» 



• • • • 



Gm,m 
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on peut mettre Al en facteur dans à, ce qui donne 



A = 



I 


A, 


A, . 


• • Aj||_| 


A, 


G.., 


Gj,» . 


Gi,« 


A. 


G,., 


G»,j . , 


• • Gs,m 



• • • • • 



A.,-1 Gfl,,t Gm.i 



% • 



^m,m 



XAI. 



Multipliant les éléments de la première colonne par A,, et retran- 
chant ces éléments ainsi modifiés de la deuxième colonne, il viendra 



A = 



I 


o 




A, A, 




A.-, 


A. 


G.,.- 


Aï 


Gj,» . . 




G... 


A, 


G.,.- 


A. A, 


Gs.j . . 




G,.. 


A._. 


G...- 


-A.A^, 


• # • • • 

G«,8 • • 




Gm.m 


I 


O 


A. 


• • • Am—i 






A. 


Hi,i 


G... 


• • • Vll,« 






A, 


H,,. 


G... 


urt,ai 


xAi 


• 



Am_i Îïm—Xti ^m,2 • • • ijm,t 



xa; 



si l'on multiplie les éléments de la première colonne par Aj, et si l'on 
retranche les produits obtenus de la troisième colonne, il viendra 



A = 



1 


O 


O 


A, 


A»— 1 


A. 


H... 


H.., 


Gj.« 


Gi.fl, 


A, 


H... 


H,., 


G8,4 


^s.m 



• • • 



• ■ • • • • 



A._. H 



m— 1,1 



Hbi_|,S Gm,4 



xa:, 



et ainsi de suite; en continuant, on voit qu'on peut substituer à la 

colonne G,, v+i, G,,v+,, ..., G„,v+i la colonne o, H,, y, H,,v. •••» H„,v; on 

5 



(34 j 



aura donc 



A = 



I 





o 


... O 


A, 


Hm 


Hi,j 


. . • llt,m— t 


A, 


H... 


H... 


• • • H»,»— 1 



• • 



• • • . • 



*li,i Hi • • • tl|,jii— i 



XAî 



Ha,i Hj,: 



Hm— t,i Um— 1,3 



• • Us^AK-.! 



• • tlj||_|,«|-i.t 



xa;. 



c'est la relation qu'il s'agissait d'établir. 

Il est essentiel de remarquer que la démonstration précédente s'ap- 
plique de point en point à un déterminant miueur quelconque de A, 
par exemple au déterminant 






G. 
6... 



G.,. 

t * 4 



• • • ^i,m—p 

• • • ^i,m—p 






VTm— 0+i,i il m— 0-4-1, a • • • vlj«— iH-i,»— P Vlm— «+i,«i— ., 



-/»+ 



.p+t,nt—p 



-p+l,m—p+'^y+i 



qui est le coefficient de af'^^* dans la fonction ep.,(a?); par con- 
séquent» 

Il 1,1 xli,a . • • ll|,»i_»_ï llj,j 



^1* — 



Hm-p^i h 



,m—p-^fL 



m-p,i 



Mlm^p^m—p—i Om^p.m—^ 



f-H* 



xa;, 



en prenant pour ^{x) la fonction définie plus haut. 

Remarquons encore que les coefficients A|f ^' de la fonction de degré 
p — i de Sturm sont des fonctions linéaires des quantités 



Hi,»_B-,.pi, Hj, 



"-/H*Jt> 



... y Èïm-^p^m—, 



m-^p,m—p-f-^% 



et que les coefOicients des quantités H,,;„.p+|i., ..., H;„-p,m-/M.|jL sont les 
mêmes pour la même fonction 6^4 (o?); ccsont des déterminants mineurs 
d'ordre (m — /> + |x — i). 
Nous supposerons donc désormais qu'on ait substitué aux exprès- 



(35) 

sions obtenues primitivement pour les coefficients Ajf ""*^ les détermi- 
nants mineurs d'ordre m —p^ fonctions des éléments H^,, 

14. Nous allons maintenant développer quelques conséquences de 
ce qui précède. 

I. La fonction 8^, {x) étant à un facteur positif près la fonction de 
Sturm de degré p — if le nombre des racines réelles de l'équation 

f(^x) = o comprises entre a et b sera la différence entre le nombre de 
variations présentées par les deux suites 

©•, ©.(«), @2[a)y .... 0^-,(«), ..., 0«(a), 
a, 0.(&), e.(6), ...,©;,-.(6), ..., ©.(*;, 

où Qm et 0;,,-., sont, pour plus de symétrie, les fonctions /(a?) et/'{x), 

II. Pour avoir le nombre des racines réelles de réquation/(ii?) = o, 
il suffit de former les deux suites 

A, A(«^(-i), Ac»)(-i)>, ..., à(P'^)(^i)p-\ ..., A(— »)(-,)-.-., 
A, AC), AC^ ..., AC/»-)», ..., A(*-), 

et de compter le nombre de variations perdues en passant de la pre- 
mière à la seconde; ce nombre représente le nombre de racines réelles 
de l'équation. 

III. Pour trouver les conditions de réalité de toutes le3 racines 
d'une équation, il suffit d'exprimer que les coefficients de la plus haute 
puissance de x dans les fonctions 6 sont de mêmes signes, et, dans l'hy- 
pothèse de Ao > o, il suffit d'écrire qu'ils sont positifs. On arrive 
donc a cette règle simple : 

Pour qu'une équation f{x) =o de degré m ait toutes ses racines 
réelles, il faut et il suffit que le déterminant A d'ordre {m—'i)de Cauchy 
relatif aux deux équations ^[x) =-• o, /'(a?) = o, ^{x) étant la dérivée 

par rapport à y de y^f i—\ ety= i, ainsi que les déterminants mineurs 

de A, qu^on obtient en supprimant dans A la dernière rangée et la der- 
nière colonne, puis les deux dernières rangées et les deux dernières co-- 

lonnes, etc. , enfin les m -- 2 dernières rangées et les m — 2 dernières 

5. 
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colonnes, soient tous positifs s le coefficient deaf^ dansf[œ) étant supposé 
positif 

Appliquons ce résultat à quelques exemples. 
Considérons Téquation du troisième degré 

ax^-V- 36j?'4- 36'ar -+-«' = 0. 

D'après la règle précédente, il faut former le déterminant de 
Cauchy relatif aux deux équations 



Ce déterminant est 



2(6» — aé') bV'-aa' 
bb'—aa' ' 2(6'»-- a'6) 



par suite, les conditions de réalité de toutes les racines de Téquation 
du troisième degré proposée sont 

b^^ab':>o, 4(6i-a6')(ft"-.a'6)-(W-aa')'>o. 

On sait que la première rentre dans la seconde : on a donc la condition 
unique 

4 (fc: - aV ) [b'^ - a'b) - [bb' - aa' )' > o. 

Considérons en second lieu Téquation générale du quatrième degré 

ax* -h /^hx* -^ ôcx*-^ Jl^b'x -h a'=o. 

Formons le déterminant de Cauchy relatif aux deux équations 

bx* -h 3cx' -f- 3Vx 4- a' = o, 
ax* -h 3bx^ H- 3 car 4- 6' = o. 

Ce déterminant est 



3(A»-ac) 
3(6c— a6') 
66' — aa' 



3[bc — ab') 

9(c^-66')4-66' 

3(6'c-a'6) 



66' - aa' 
— aa' 3(6'c-a'6) 

3(6'»— fl'c) 
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on obtient, par suite, les conditions 



3(6»- 
3(6c- 

3(6»- ac) 
3(6c-a6') 
66' - aa' 



>o, 



6' — ac'^o 

ac) 3 (6c — a6' ) 

fl6') 9(c»—66')H-66'-aa 

3[bc'-ab') bb'-aa' 

^[c^^bV)-^bb'-aa! Z[Vc-a!b) 
3(6'c?-a'6) 3(6'» -a'c) 



>o, 



avec la restriction a > o. 

On peut donner à ces conditions une autre forme. Si Ton désigne 
par 1 et J les invariants de la fonction du quatrième degré qui forme 
le premier membre de Téquation 

I=:aa'-466'-+-3c% 

J = aca' 4- 2 6c6' — a6'» — a'b^ — c*, 

les conditions précédentes deviennent 

6»— ac>o, a(6»— ac)l4- 3aJ>o, I»—a7J*>o, 

et Ton voit aisément que, si V — 27 P > o, il y a zéro ou quatre racines 
réelles; il n'y a pas de racines réelles si Tune des deux premières iné- 
galités n'est pas satisfaite ou si aucune des deux n'est satisfaite; dans 
le cas oii I' — 27 J' < o, il y a toujours deux racines imaginaires et 
deux réelles. 

Nous allons montrer actuellement l'identité de ces résultats avec 
ceux qu'a donnés M. Hermite, sous une forme différente, et auxquels 
il est arrivé par la considération des formes quadratiques et leur dé- 
composition en sommes de carrés. 

15. La méthode pratique indiquée par M. Hermite, dans le but de 
trouver le nombre de racines réelles d'une équation f{x) = o com- 
prises entre deux limites /« et /«, se résume dans la règle suivante : 

On considère la/onction 

f^ {^-r)f{r]f(^)-{t-^)fMf(r) ^ 

y — x ' 
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on met V expression de F sous la forme d'un polynôme ordonné suivant 
les puissances de y et de x ; on remplace ensuite chaque puissance x^ ou 
y^ par x^, et l'on obtient une fonction homogène qu'on ramènera à une 
somme de carrés par la méthode connue. Si l'on désigne par [t) le nombre 
total des carrés affectés de coefficients positifs, le nombre des racines 
réelles de V équation f^x) = o comprises entre /© ^t t^y t^^ t^, sera égal 
à M -(/,). 

Calculons d'abord la fonction F, et, pour simplifier la notation, ap- 
pelons 9(0?) la dérivée/' (a?); nous avons 

y — x ' 

nous pouvons mettre F sous la forme 

L y — x J "^ y — x 

Nous allons mettre successivement le coefficient de / et le terme in- 
dépendant sous forme d'un polynôme entier; on a 



y^x 



=/w [îi^^] - . w mEm 



les quantités 90» ?i» •••> ?m-2t/o»/i» -"ffm-t ont dans ces formules la 
signification indiquée plus haut; ce sont des polynômes en x dont le 
degré est marqué par l'indice. L'équation précédente devient, en in- 
troduisant ces fonctions, 

OU bien 

?(r)/(^) - y(^)/(r) ^ .^ cp(x)/>r^'-h[/W(p.-y(^)/.]r-^+, .-*-L/-W ?-.-«- y W/-.1- 

y — X 
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Oa reconnaît dans les coefficients de /"~*,y^'*, ...f v® les premiers 
membres des équations de Cauchy relatives àf{x) = ode degré m — i 
et/{x) = o de degré m. 

Soient G^jt^v 1^^ coefficients de ces équations, changés de signes; on 
aura 

9(r)/(^) — y(j?)/(r) _| -^(G^a:""' -4-G,,,:r— «-i-. ..-f-G,,„)^— ' 
^' — X ]-+- 

( -f-(G«.,j:— «4- G«,,a;"-» -+-...-♦- G„,«)jr*. 

Calculons de même le terme indépendant de t : 

d'où 
OU bien 

r— ^ j+ 

et, par suite, la fonction homogène du second degré sera 

F==: — [(G,,,/ -hH,,,)a:«_, -f-(G,,,/ -+-H,,,)^— j-^'-'+lG,,»/ -h H,,«)^,]ar._, 
— [(Gi,,/-hH,,,)j7;,-, -<-(G,,,/ H-H,,,)^«-a -h...-4-(G,,,/ -f-H,,«)x.]j?«_, 
-+- 

--[(G«,,/-hH,,,)j:,_,H-(G«.,/-f-H«,a)j7«_,-4-...-f-(Gi.,«/-4-H«,«)jr.]a7.. 

Remarquons que le déterminant des quantités G^^y, est symétrique 
par rapport a la diagonale principale, ainsi que le déterminant des 
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quantités E^.^^; par suite, le déterminant des éléments G^i^^v^ + H^^^v est 
également symétrique par rapport à la diagonale principale; ce déter- 
minant 

-(G,..^-hH.,.) -(G.,,/ -4- H.,,) ... -(G.,./ 4-H,,.1 
-(G,../+H,,.) ~(Gm/+H,.,) ... ~{G,.«r-f-H,.«) 



^{l) = 



-(G«,,/ + H«,.) -(G«,,/-t-H«,,) ... ~(G«,«/ + H«.„) 



n'est autre chose que Tinvariant de la fonction homogène F de m va- 
riables et du deuxième degré après y avoir fait x =y^ selon la règle 
indiquée. 

Or, si Ton désigne généralement par à^{t) le déterminant qu'on 
O'btient en supprimant dans A(r) les jx dernières rangées et les /x der- 
nières colonnes, on sait que la fonction F, ramenée à une somme de 
carrés, aura une expression de la forme 

et le symbole (/) sera le nombre des quantités f'^ ^ qui sont posi- 

tives. 

La fonction (— i)"*A(/) est un polynôme entier de degré m en /; le 
coefficient de la plus haute puissance de / est précisément le détermi- 
nant de Cauchy relatif à/(a?) et à/'(;r) : c'est donc la fonction que nous 
avons désignée par A; et, d'une manière générale, le coefficient de la 
plus haute puissance de t dans le déterminant ( — i)'""**Apt(/) est le 
déterminant mineur A^^^^ qui figure comme coefficient de la plus haute 
puissance de x dans la fonction de Sturm de degré /i. 

Gela posé, si l'on donne à t une valeur très-grande, le coefficient 

^^y. se réduit sensiblement à — ^^^^^ x /; pour f = •+- œ , la fonc- 

tion . ^\'. aura le signe de — ^(^npô* ®*» P^""* f = — oo , elle aura un 

signe contraire. 

D'après la règle donnée par M. Hermite, le nombre des racines 
réelles de l'équation /{x) = o sera égal au nombre des quantités 
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'r[j:^)'i qui sont positives, dimiDué du nombre de ces quantités qui sont 

négatives. 

Par suite, pour trouver les conditions de réalité de toutes les racines 
d'une équation de degré m^ il suffit d'exprimer que la différence pré- 
cédente est égale à m. Or les quantités xf;:^^ sont au nombre de m; il 
faut donc que 

A("»-o. II , tz , -iL. 

^ ' At— •> At'"-'^ "" AC^ 

soient des quantités toutes positives; A^"*"'^ étant une constante posi- 
tive, il faut que toutes les quantités 

AC-o, A(— '), A(— ^\ ..., A('), A 

soient positives. 

Ces conditions sont précisément celles que nous avons déjà trouvées, 
en faisant usage des expressions données plus haut, pour les fonctions 
de Sturm. 

1 6. Nous allons actuellement comparer les expressions des fonctions 
de Sturm données par M. SyUestev {Philosophical Magazine, décembre 
1839) aux expressions trouvées précédemment comme conséquences 
de la théorie de l'élimination. 

Cette comparaison nous donnera la valeur des déterminants 

9| 9) • • • • • C^u 






en fonction des coefficients de Téquation proposée. On sait que 
M. Borchardt a démontré {Journal de Mathématiques pures et appliquées^ 
t. XII) que le nombre de couples de racines imaginaires de Téqualion 
f{x) = o est égal au nombre des variations de signes que présente la 
suite des quantités 

et, par conséquent, pour que l'équalion proposée ait toutes ses racines 
réelles, il faut et il suffit que ces quantités soient toutes positives. 

6 
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Le théorème de M. Sylvester peut être éQoncé comme il suit : 

Soit y == o une équation quelconque de degré m^ dans laquelle nous 
supposerons le coefficient de œ^ égal à V unités et les racines a, b^c, .... / 
inégales; soit V| la dérivée de V. Cherchons par le procédé ordinaire les 
fonctions de Sturm Va, V, , . . . , V;„» c/i ayant soin de n'introduire et de ne 
supprimer aucun facteur indépendant de x ; les polynômesY ^ V< , Va , . . . , V;„ 
s'exprimeront en fonction de x et des racines de l'équation V = o de la 
manière suivante : 

V — (jc — a) (a; — 6). . .(a; — /), 
• V, = l[x-b][x-c],,.[x^ /), 

V, = i 2 (a - 6)' (a; - r) . . .(a: - /). 

V, = ^ 2 (a - 6)' (a - c)' (6 - c)» (a; - rf) . . . (x - /) , 

Aj 

V. = ^2 fa - *)»(« - f)»(6 - cY [a-dY{b~dy[c-dy[x-e] ...[x-l]. 



V„=r-(a — 6)>(a-c)»...(a — /)>(6 — c)'...(A--/)', 
les quantités X2, X3, . . ., X,„ étant déterminées par les formules 



p, = m, 

p, = l(a — b)', 

p,= l{a- b)' (a - c]' (b - c)', 

p, = I(a- by (a - c)' {a - d)' {b - c)» {b - </)' (c - rfj», 

p, = (a - 6)' (a - c)'. . . (a — /)« (6 _ c)' . . .(A- — /)» , 
et chaque somme 2 représentant une fonction symétrique des racines dont 
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tous les termes se déduisent^ par des substitutions ^ de celui qui est écrit 
sous le signe. 

D'autre part, nous avons établi les formules générales 

et 

la première convenant pour des valeurs paires de l'indice m — fj. -+- i , 
et la seconde pour des valeurs impaires de Tindice. 
On tire de ces formules les valeurs suivanlespour Va, ¥,,¥4, ... : 

V,= (— — y) (At"' »)ar ->-t-AV'"-"x«^-f-...), 

/ AC"-») \ a 

/A("-') A{"-'H* .. 



Si l'on compare ces expressions de Va, V3, V4, ... aux expressions 
de ces quantités données par M. Sylvester, après avoir mis préalable- 
ment ces expressions sous la forme 



y,-j [p, x-~ « 


*T • • • , 


V ' 


(/^«-l*-+-« 


'•m rjt-t-l 



6. 



il vient 
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A(«-3)_£î 

As 



/A("-')\ 



Ci 



Si Ton remplace^les quantités X2, X,,X4,... par leurs valeurs doDiiées 
plus haut, il viendra 



\A<— "AC—V "Vp»/»./ '^ 

/ A(-.)A<--) y _//>,p.V- 



Or, 


• 

, on a 


AC^-O m — p,, 


• • ■ • y 


par suite 


A(-')=/>„ 






• 


l(«-»)-/>3. 




et en général 


kf«'-) = y:,,_^^,. 




On a donc 








5o Si • • • 


^■1— |i 




G,,, G,,, 


• • • vJ|,iH— jji-f.| 




• • • • • ■ • 


San- ^4-1' 


— 


Gj,i Gj.a 

• • • • • • 


• • • VJj,jM_jH-3 




S«— 1* •• • • • 


92M— S|l 




iJM— (M-|,l • • • 


• • • vfm— j«,-4-i,Jw-ji-f-i 



Les fonctions /7|„.{^4, de M. Borchardt sont ainsi évaluées au moyen 
des quantités G^^f qui s'expriment simplement en fonction des coeffi- 
cients. 
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17. Nous allons» en terminant ce sujet, faire une remarque impor- 
tante qui s'applique aux expressions trouvées plus haut des fonctions 
(le Sturm» sous la forme 

qu'on peut écrire aussi 



'^«-•ji+i — "^ A, X 



G|.i G,,2 ••• G,,„,_., G,,,„.,^, .n*-' H-G,,,^_.,^,.i:**-' -+-... -h G,,,„ 



^#«-:i+l,l ^«-ji+l 2 ••• ^M-/.-tl,m~'^ '^TO-;ji+i,iM-;jn-i'* "*"^m-^H,w-'^+i'* "^ ••"*~^»»-it+l,w 



le signe de Ym^-^i^ pour toute valeur réelle de a?, est celui du déter- 
minant (Ao étant supposé positif). Comme il suffit de connaître les 
signes que prendra ce déterminant quand on y substituera à a: les 
valeurs iCo, a?, numériques, on pourra introduire successivement ces 
valeurs dans le déterminant et proGter de toutes les simplifications qui 
se présenteront; on n'aura plus qu'à opérer sur des quantités numé- 
riques. La méthode de M. Hermite présente les mêmes avantages sur 
celle qui consisterait à former les fonctions de Sturm au moyen de 
divisions successives. 

III. 

18. Comme troisième application de la formule 

(a) e^-. {X) = U._^ 9 [x] - yn-pf[x). 

nous citerons la formation de tous les groupes d'équations qui, d'après 
un théorème remarquable démontré pour la première fois par M. Ma- 
leyx [Nouvelles Annales de Mathématiques^ t. XI et XIII, 1 872 et 1874), 
séparent les racines de l'équation /(.r) = o. 

Ce théorème, appliqué aux équations algébriques» consiste dans la 
propriété suivante : 

S/ les racines de r équation y (a?) =0 séparent les racines de V équa- 
tion f{x) = o^ les racines de cette dernière équation seront aussi sépa- 
rées par les racines de U,„«p = o, jointes aux racines de Op-i (a?) = o. 
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Pour avoir une équation (p{œ)=o dont les racines séparent celles 
de/{x) = o, il suffit de prendre pour ç (a?) la dérivée /"{x) ; c'est ce que 
nous supposerons à l'avenir. 

Il est aisé de se rendre compte de cette nouvelle propriété de la 
fonction 0^_< {x). Soient en effet a^ b^ c, ..,, l les racines réelles de 
réquation/(a?) = o rangées par ordre de grandeur. 

Substituons-les dans l'identité (a) ; il viendra 

&P-1 [a) z=lim^p [à] (f{a), 

0,_.(6)=rU„__,(6)(pl(6), 



0,-.(/)=U._,(/)(p(/); 



par hypothèse f (a) et 9(6) sont de signes contraires; par suite, si 
Ûm-p(^) et Vm-pW sont de mêmes signes, e^_, (a) et 0p_i(é) devront 
être de signes contraires; il y aura donc un nombre impair de racines 
de l'équation 6^.1 {x) = o entre a et b. 

Si, au contraire, Vn-pi^) et U;„_p(i) sont de signes contraires, 
Qp^i (a) et &p^i {b) seront de mêmes signes, et il y aura un nombre 
impair de racines réelles de Um^pi^) = o entre a et b. 

On voit donc que les racines réunies des deux équations©^, {x) =0 
et Vm-pi^) = o> l'une de degré />— 1, l'autre de degré/?, séparent les 
racines de /{x) = o à la manière des racines de la dérivée. 

Si les racines de réqualion/(a7) = o sont toutes réelles, il n'y a 
qu'une racine de l'une ou de l'autre des équations 

entre deux racines consécutives de/(a?) = o ; dans ce cas, les racines 

des équations 

Vm p = o, Qp -, [x)z=o 

sont toutes réelles, et, si on les range par ordre de grandeur, il y aura 
une seule racine de/{x) = o entre deux termes de la suite formée; 
— 00 et la plus petite de ces quantités, + oo et la plus grande com- 
prennent les autres racines. 
Le système des deux équations U,„-,> = o, Qp^^ [x) == o joue donc le 
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rôle de la dérivée dont le degré est la somme des degrés de ces deux 
équations. 

On comprend toute l'importance de cette propriété, qui permet de 
substituer à une équation de degré m — i deux équations dont les 
degrés donnent une somme égale a m — i . 

19. La dérivée jouit d'une propriété importante que ne partage pas 
le système des équations \Jm-p = o, Sp^^ {x) = o, savoir : 

Si les racines de la dérivée sont réelles et si, substituées dans le 
premier membre de la proposée, par ordre de grandeur, elles donnent 
des résultats de substitution alternativement désignes contraires, toutes 
les racines de la proposée sont réelles. 

L'analogie ne se poursuit pas; si les racines de lj,„^p= o et celles 
de0p«i(a?) = o sont toutes. réelles, et si, rangées par ordre de gran- 
deur, elles donnent, quand on les substitue dans le premier membre de 
la proposée, des résultats alternativement de signes contraires, on ne 
peut pas en conclure que les racines de la proposée sont toutes réelles. 

Soient, en effet, a^, «a, ..., «m-p les racines de Vmr-p = o, ^|, ^2» •••• 
P^, celles de 0^, (x) = o, et supposons ces m— i quantités réelles. 

Soient a^, «a+i deux racines consécutives de XJm-p = ^ comprenant 
entre elles un nombre pair de racines de l'équation 0^^, (x) = o ; on 
aura 

-yn-p[(Xi) f[0Lk) ==0^-. (a*), 

0p-i [oLf,) et 0^, («A-H,) sont de mêmes signes, /(a^) et /(aA+,) sont de 
signes contraires; donc V„^p(aA) et V„_p (aA+j) sont de signes con- 
traires; ilyadoncunnombreimpairderacinesderéquationV„_p(a7)=o 
entre «A et aA+,.Si enlreaAetaA+i il y avait un nombre impair de racines 
de0^, [x) = o,/(aA) et/(aA+i) seraient de mêmes signes, mais 0^.., («a) 
et 0^, (aA+i) seraient de signes contraires et y„^p{oL,), V„_p(«A+i) 
seraient encore de signes contraires. On a donc cette proposition : 

Si toutes les racines de Mm-p =^oet de 0^, (o:) = o sont réelles et iné- 
gales, et si, substituées dans / {x) par ordre de grandeur, elles donnent 
des résultats alternativement de signes contraires, toutes les racines de 
V„_p = o sont réelles et séparent les racines de Mm-p = o. [Nous sup- 
posons toujours (p(x) •=/'(a?), n = m — u] 
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On en conclut que, si ce, est la plus petite racine de lim-p = o, 
V«-p (a,) et Y,^p (— 30 ) sont de mêmes signes. 
On a d'ailleurs 

le dénominateur a le signe de V„.p(— oo), qui est celui de 
(— I )'""''-' A oA^^ Cherchons celui du numérateur. 

Si, entre a, et — oo , 6^,(0?) a un nombre pair de racines réelles, 
®/»-i(ai) et 6p-4(— ^) auront même signe, qui est celui de (— i)''"* A^'^*^; 

par suite, /(a,) aura le signe de ^_\^,_;_.^,^)^^ ou de ^ — f-^^ — ; 
/(— 00) a le signe de (— i)"*Ao; par suite, /(a<) et/( — 00) seront de 
signes contraires si -^^ est positif, et, en appelant ^, la plus petite 
racine de &p^i{(xi) = o, /(aj et /(]3,) seront de mêmes signes; par 
suite, /( — 00 ) et/(]3|) seront de signes contraires si -^^ > o, et il 

y aura une racine de /{x) = o entre — 00 et «< ou entre — oc et p,, 
sij3,<a,. 

On démontrerait de la même manière que si, entre a, et — 00 , Qp^^{x) 
avait un nombre impair de racines réelles, /(p,) et /( — qo ) seraient 

de signes contraires si -^^ > o et de mêmes signes si --^^ était né- 
gatif. Si/(]3, ) et/( — 00 ) étaient de mêmes signes, réquation/(j?) = o 
aurait forcément des racines imaginaires, car il ne peut y avoir deux 
racines réelles de/{x) = o entre ]S, et — « ; il y aurait une racine 
réelle de 15^^^= o ou de 0p_,(a?) =0 moindre que ^^; il ne peut y 
avoir trois racines de /{x) = o entre deux racines consécutives des 
équations U,„-.p=o, ©p./^) = o, car entre ces racines il y aurait 
une racine de l'une ou l'autre des équations U,„.|,= o, 0^| = o, et, 
pour une raison analogue, il ne saurait y avoir deux racines de/{x) = o 
entre la plus grande des racines du groupe U,„_|,= o, &p^i{x) = o 
et + 00. D'ailleurs, la condition que nous venons d'obtenir est une de 
celles que fournit le théorème de Sturm. 

On voit que, parmi le groupe d'équations Um»^ = o, Qp^i{x) = o, qui 
séparent les racines de /{x) = o, il figure, quel que soit /?, une des 
fonctions de Sturm. 
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Les groupes d'équations quî , d'après le théorème de M. Maleyx , 
fournissent des racines qui séparent les racines de/(j7) = o seront 
tous donnés par la formule 

On peut conclure de ce qui précède : 

I® Si toutes les racines de /(a?) = o sont réelles et inégales, les ra- 
cines de toutes ses fonctions de Sturm seront aussi réelles et inégales. 

2^ L'équation /(a?) = o a au moins autant de racines imaginaires 
que Tune quelconque de ses fonctions de Sturm. 

3^ Si l'une des fonctions de Sturm a des racines égales que l'équa- 
tion proposée n'admet pas, l'équation proposée a nécessairement des 
racines imaginaires. Nous formerons, en terminant ce sujet, les deux 
équations du deuxième degré qui séparent les racines de l'équation 
générale du cinquième degré. 

20. L'équation générale du cinquième degré étant mise sous la 
forme 

ax^-hSbx^-^-iocx^-hioc'x^-hSb'x -f- fl' = o, 

les équations de Cauchy dont les coefficients figurent dans les deux 
fonctions Ua et 62» quit égalées a zéro, donnent les quantités qui sé- 
parent les racines de la proposée, sont 

a^x* -f- ^(ibx^ -f- 6acx^ -h ^ac'x -f- ab' = o, 

4flfta?^-h4(56» — ac)j:»-!-6(56c — £ic')a7>4-4(5tc' — a6')a; + 5W — a«' = o, 

6ac^4- 6 (5ftc — ac')^»-f- (60 c'— 206c'— 4«*')*' 

-I- (4occ'— i5 W— aa')^ -+- locb' — /^ba'=io; 

par suite, U2 devient, après la suppression du facteur a^, 

I 4^ I 

46 4(56«— <M?) ax-hSb 

6c 6{5bc — a(/) ax'-h5bx-\-ioc 



«.= 



l'équation U2= o peut donc s'écrire 



I 4* ^ 

46 4(56«-ac) o 

6c 6[5 bc — ac') a 



x^-h 



i ^b o 

46 4(5i»— ac) a 
6c 6[5bc — ac') Sb 



j?-f- 



I 46 I 

4ft 4(56»-ûc) 5b 
6c 6(56c?— ac*) loc 

7 



=0; 
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TéquatioD 62 = o est d'ailleurs 



-4- 



I 


46 


6c 




46 


4(56'- ac) 


6(5bc-ac') 


6c 


6(56c-ac') 


(60c' — 206c'— 4^6'^ 


I 


46 


4 c' 


46 


4(56'— rtc) 


4(56c'-a6') 


6c 


6{56c-ac') 


(4occ' i566' aa') 


I 


46 


b' 




46 


4(56» — ac) 


(566'- aa') 




6c 


6(56c ad) 


(ioc6'-46a') 





X )=o. 



Comme seconde application, nous allons former les deux équations 
du deuxième degré dont les racines séparent les racines de l'équation 
du cinquième degré en z, obtenue en faisant dans l'équaiion 
d;' * — I = o, préalablement débarrassée de la racine x=i, la sub- 
stitution z = x-\ — • Cette équation est 

L'équation U2= o est, après la suppression du facteur i\, commun 
à tous ses termes , 

4-5' H- z — 7 =0, 

et 63= o, après la suppression du facteur isr, devient 

Les racines de ces deux équations, rangées par ordre de grandeur, 
sont 

— I — ^ii3 — I — \pj — ï+V^ — I -♦- v/ii3 
8 ' 3 ' 3 ' 8 ' 



res quantités, avec — 2 et + 2, séparent les racines de Téquation du 
cinquième degré. 
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Conditions pour que n équations données à une seule variable 

aient une racine commune. 

21. Supposons les équations données de même degré, et soient 

f[x) = A.x^ -H A, a:"-' 4- . . . 4- A« = o, 
<p (ar)= B,«« + B.a;*-' 4- . . . -i-B«= o, 



0(^) = L, j:" + LtX^-^ 4- . . . -h L« = o 

ces équations en nombre quelconque n; désignons par 

B,.,a:*-' -4-B,,,^--«-f- . . . -4-B,,i„= o. 
Bj.i^r--' -+-B,,,a:^»-+- . . . -»-B,,«= o, 



B«,, ar«-'-4-B«,,^-»-t- . . . +B«,« = o 



les équations de Gauchy relatives à la première et à la deuxième équa- 
tion ; par 

Lij,t X'*~ -+- Lia,i J7*"" -+-•..-+- \Ji,m "^^^ e. 



C«,i ^-' -f- C^.iar"- »-+-... + C«,ip = o 



les équations de Gauchy relatives h la première et à la troisième équa< 
tion, etc.; enfin par 



L«,.^-' -f- U,,a:«-»-|- , . . 4- L«,.= O 



les mêmes équations relatives à la première et à la dernière des équa- 
tions proposées. Nous allons démontrer que les conditions nécessaires 



(5a) 

et suffisantes pour que les n équations aient une racine commune 
sont 



Bi,i Bi,j . • . B|,fl, 
Bj,! Bj,i , . . Bj,„ 

B«,i Bfli,i . . . Bjn,i 



= o, 



Bt,i D^^t . • • Bî,j 



Bjw,i Bj«,j • . . B, 



M/iR 



O, .4*1 



B,,i B,,t • . • Ba, 



m 

m 



Bfli.i Bjn,j . . . Bii,j 



= 0. 



Désignons par An le premier de ces déterminants, par A^ le 
deuxièmct etc., par A^ le dernier, et considérons Tégalité 



Ac = 



Bm 






• • • 



B... 



•■• ••• ••• ••• 



B«i,i B«,j 



• • • 



B 



Wf w 



,m— f 



Multiplions les éléments de la première colonne de A^ par x' 
ceux de la deuxième par cc^-^, etc.; ceux de la dernière par i ; ajou- 
tons par rangées horizontales les éléments ainsi modifiés, et substituons 
aux éléments de la dernière colonne les sommes obtenues, nous au- 
rons, en employant la même notation que précédemment. 



Ac = 



Cm 


c... 


... Cx.m-xf.^[a:) — 4*0 f[x) 


B... 


B,,, 


.... B,,«_,/»<p(ar) —9, f[x) 


B... 


B«,. 


. . . B«,«-.,/«_i <p [x] — <p«-./(^) 



ou bien, ea séparant» 



Ar.= 



v»i,i vi|,a ••• L|,»i__iyi 

Bi,i Ba,! ... Bi.M-i o 

B|,i Bj,t ... B|,jM.i o 

Bb,,i B«,i •«. Bm^si— I o 



iw 



Bs,l Bj,ï ••• Bs,m_ija 
B,mi Bai,» .•• Dm,m—iJm—\ 



<f(x) — 



^1,1 tj|,j .•• Ci,jii-i Y« 
Bï,i B,,j ... Bj^M-i ?i 
Bs,! Bj,j ... Bs,n-t 9j 



/w. 



ou encore 



Ac = A4;(a?) + Uc <f{x) — Vc/(4?), 
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A étant le détermioant 



A= 



c... 


t«l,1 


L|,«_iyt 


82,1 


B,,j 


B,,B,_, 


Bm 


Bs,» 


• • Ba,»-!© 


• « • 

B.. 


• • • 


Bm.m-i C 



Uc et Vc des polynômes de degré m — i en a?. Supposons A^ o, et opé- 
rons de même sur tous les déterminants Ab, Ai>, ..., A^; on aura la 
suite des identités 

Ab = A9(^) -+-Ub<p(^) — Vb/I^t), 
Ac = A + (^)4-Uc?W-Vc/W, 



Al = A (:r) + Ui, 9 [x] - Vl/Io;). 



Si les équations /(x) = o, (p{x) = o, f^{x) = o, . . •, &{x)=: o ont 
une racine commune, les seconds membres des identités précédentes 
s'évanouiront quand on mettra a la place de x cette racine commune; 
par suite, il faudra que Ton ait 

Ab = o» Ac = o, . . , , Al = o. 

Inversement, si ces conditions sont remplies, les équations propo- 
sées auront au moins une racine commune, car la première équa- 
tion 

o = A 9 (o;) + Ub cp (AT) - Vb/I^;) 

nous montre que les deux équations/(a?) = o, 9(^7) =0 ont une ra- 
cine commune; si Ton substitue cette racine dans les suivantes, 
savoir: 



o=:Ae(a;)+UL(p(^)-VL/(^), 



on voit qu'elles se réduisent k leur premier terme, et par suite, comme A 
est supposé différent de zéro, la racine commune ^/(a?) = oei(p{x)^o 
annule ^(^), ••• et @{x). 
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On peut doDC dire : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations 

f(x] ==0, 9 (ar) = o, ^j; (:r) = o, . . . , [x) = o, 

au nombre de n, aient une racine commune, sont les{n — i) conditions 

Ab = o, Ac = o, . . . , Al = o. 

22. On voit que l'équation Ag = o n'est autre chose que la condition 
nécessaire et suffisante pour que/ (a?) = o et ç(a?) = o aient une racine 
commune ; les équations A^ = o, ..., A^ = o indiquent que cette racine 
commune satisfait aux équations 



/.0(:r)-a/(x), 



et, par suite, à ^{/(a?) = o, ..., Q{x) = o. 

On aurait pu trouver les conditions précédentes en exprimant que 
/[x) = o et (p{x) = o ont une racine commune; en formant, par la 
méthode indiquée plus haut, les puissances successives de la racine 
commune et en substituant ces valeurs dans les équations 

/o +W~^*/W=0, 



f.Q[x)-e.f(a:) = o, 



on trouve ainsi immédiatement les conditions Ac = o, ..., A^ = o. 
23. La théorie précédente suppose le déterminant 



Ann 






t^i,i 



Cl,»— I 



/. 



•• ••• t»> •«••• •• 



Bin,i B«,j 



Om.m 



,m— I 



(55) 
différent de zéro ; ce déterminant est égal à 



(-•)"-/. 



Ba.i 
Bs,! 



Bj,» 



• •• *•• *• 



B«,i Bb,,î 



Bj^jM—l 

•B3,jn— I 

• • • > • 



Nous allons présenter la méthode d'une manière plus générale, qui 
permet de maintenir les conclusions précédentes, quand même A = o. 
Considérons le déterminant A^ : 



Ar.= 



C... 

B,,. 



C.., 

B2,J 



B 



3,jn 



• • • • • • 



Bmj l*fli,ï 



B 



m, m 



Multiplions les éléments de la première colonne par ot^^^S ceux de la 
deuxième par œ"^'^, etc.; ajoutons par rangées et remplaçons les élé- 
ments de la colonne d'ordre V par les sommes formées. A^sera multi- 
plié par a?'"""^, et Ton aura 

B»,i B,.2 . . Ba^v-i f\ 9(^) — 9i f[x] Ba,»H., .. . Bi,m 



X^-'^c.z=z 



« • • • • 



B«,i Bm,î ..- B|„,v-i/li-i 9(^) — <Stm-\f[x] Ba,,v4.i ... B„,„ 



en développant, il viendra 



Ar X" = 



C. 


C... 


ii|,V-.| 


/. 


B,.. 


B,., 


• • • Bj,v— 1 


o 


Bm,i 


B,,, 


■ • • • • • • 

Bi»,v_i 


o 


C. 


C.,, 


Lj,v— 1 





B.,. 


B.,, 


Ba,v-i 


/. 


• • • 

B.,, 


Bfl,,j 


. . B«,v_i 


• • 


C. 


c. 


. . . -Ci.v-I 


+. 


Bm 


B,,, 


Bj,v-i 


«p. 


B.., 


• • • 

B»i,î 


• • • • ■ • • 
. . . B«,,-, 


• • 



BJ,»^-l 



B2,« 



• • ... 



B 



«,v+l 



B 



m,m 



<if[x 



•l-v+l 



B,, 



V-+-I 



Bj,j 



•Dm, y+l 

B3,v+l 

. ■ • « 



B 



'n,in 



œ(a?) 



Bj,ai 

... 

Dm, in 



/(^). 
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ou bien 

Acx--" =/. A. '\> (x) + C« ? (X) - V£>/(«). 

Od aura, en opérant de même sur les autres déterminants Ab« ..., A, » 



Le raisonnement fait précédemment nous montre que, si Ayest diffé- 
rent de zéro, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
équations proposées aient une racine commune sont 

Ab = o, Ac = o, ..., Al = o. 

Il n*y a d'exception que si tous les déterminants Av qu'on obtient en 
faisant v = i» 2, ..., m sont nuls; or Av sont, au signe près, les déter- 
minants mineurs de Ab obtenus en ordonnant Ag par rapport aux élé- 
ments de la première rangée. 

Si donc tous ces déterminants sont nuls, Aglui-même est nul, et alors 
les équations /(a?) = o et 9 (a?) = o ont au moins une racine commune. 
On peut montrer qu'elles ont même deux racines communes dans ce 
cas. 

Nous avons établi (n^ 6) la formule 

A(^,v) + (-!)•-— •A(,z,m)^-=UÎïi, 9(0;)-. VL^/(x); 

/(a?) = o et (p{x) = o ayant une racine commune, celte racine doit an- 
nuler le premier membre 

A(fx,v) 4- (— i)'*-*-*A(/i,m)^'^^ 

Or, par hypothèse, 

A(i,i)=o, A(i,2)=:o, ..., A(i,m)=:o; 

par suite, 

A(2,l)=0, A(3,l)rr:0, .,., £i{m,t) = 0, 

car, à cause de la symétrie du déterminant A, on a 

A(^,v)=rA(v,jx). 
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On voit donc que A(|ul,v) est nul pour v=i, ii = m; par suite 
A(/w,m) = o, et, d'après ce qui a été démontré, les équations/(a?) = o 
et (p{x) = o ont au moins deux racines communes. 

La théorie précédente ne tombe donc en défaut que si tous les 
groupes d'équation [/(a?) = o, (f[x)=o]^ [/{x) = Ot i\f{x) = o], 
[/l[a?) = o, Q{x) = o] admettent deux racines communes, car, tant 
que cette circonstance ne se présente pas, tous les déterminants mi- 
neurs d'ordre {m— i) de Ab Âc, ..., A^ ne sont pas nuls. 

Les équations proposées se décomposent chacune en une équation 
du second degré et une équation de degré m — 2, dans le cas où elles 
admettent deux racines communes avec /(a?) = o; on pourra dès lors 
appliquer à ces groupes les considérations précédentes. 

Nous allons passer maintenant au cas où Ton aurait à exprimer que 
n équations ont p racines communes. 



Conditions pour que n équations aient un nombre quelconque p de racines 

communes. 



24. Conservons les mêmes notations que précédemment, et soit 



A<|> = 






B,,. 



« • . 



B 



•—■^+1,1 



B 



f+1,3 






le déterminant mineur d'ordre m — p + i deA^ obtenu en supprimant 
dans Ac les p — i dernières rangées et les p — i dernières colonnes. 
Multiplions les éléments de la première colonne de Ajî^ par o;^"*, 
ceux de la seconde par o^"*, ceux de la dernière par af"^; ajoutons 
par rangées les termes obtenus, et remplaçons les éléments de la der- 
nière colonne de A^' par les sommes obtenues; le déterminant A^' sera 
multiplié par a?''"*, et l'on aura 



AJt'xP-' = 



Bj,i 



Li,a . • • \Ji,m—p 



fi<f{x) — <f,f{x] — B,, 






8 
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Si nous désignons généralement par A^^> le déterminant 



Ai!" = 



'C 



C... 



'U1 



• •• • V*!,»— ^ 



B... 



• • « 



Bi,«-. 



f 






O/n— o+LI -B 



-/»+ 



/»— /»+l,2 



• • • -"«n— »+!,«— i* l5|||_^4-i,iM_ 



/>+!.<»— /»*fil 



l'équalion précédente pourra s'écrire 



X^'xf ' + A;f'a:A'-« 



^T'^ X 



^^J^'= 






Cl, 2 

Bi,a 






• •• ..••• 



Bfli— ^H-i,« Bjh— p-|-i,i . • . Dm—p^'^vn-p Jm—f ? (^) — 9"»— ^/l'^) 



OU bien 



A'^* x^- 4- A^" OTA»-» 4- . . . 4- :^^^ = A iK^:) -4- Uc ? (^) - Vc/(:c). 



en désignant par Uc et Vc des polynômes de degré m 
le déterminant 



/> en 07 et par A 



B... 



Bj^j • • • ■Ba.Bi— j 



■•• ••• ••.• 



o 



B 



m—p-\-y 



,1 • • • • • • -Km— j>+i,i»k— /> O 



En opérant de même sur tous les déterminants 



A'*' — 



B,,. 

B2,| 

• • . 

B 



0\^1 . . . I{|,i)|^|>^| 
Uj^j • • • 0^,m—p^\ 



/»+! 



,1 -Diji— .B+i^m—to+i 



• » 



A'."= 



L... 
B... 

• • . 

B 



J»4-l 



,1 • • • • • -DjH— ft-*-l. 



^-f-l«»— p-l-l 



on trouvera la série des identités 

A^'^or^' + A;?^ x/»-» + ... H- Ai" = A9(:r) 4- Ubç(^) - Vb/(^), 
AjJ^orf'- H- AJ?^ j:/-' H- . . . + A^''> = A4;(a:) -+- Uc(p(:r) - Vc/(x), 

Al^^^/»- ^A^f^arf^'-f- . .-i-Alf' == A0(x) + Ul?W -Vl/(^). 

Si/(a7) = o, y (a?) = o, ij; (a?) = o, . . . , 0(0?) = o admettent /? racines 
communes, ces/? racines communes annuleront les premiers membres 
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de ces égalités» qui ne sont que de degré/7 — i; par suite, tous les coef- 
ficients de ces fonctions de degré p — i sont nuls. On a donc 



Ad) 



o, 
o, 

• » 



A'„" 
A* 



A,:' = o, a;!' = 



o, 
o, 

o, 






o. 



• • • » 






O. 



Réciproquement, si ces conditions sont remplies, les équations pro- 
posées auront /7 racines communes, car on a alors les identités 

o = Aq (^)-hUB(p(.r)~VB/M, 
o = A4;(ar)H-l)c?W-Vc/(:r), 



o = A0 (x) -4- Ul <p (2:) - VL/(:r) ; 



la première équation nous montre que y (a?) = o^/{a>) =0 ontp ra- 
cines communes, et les équations suivantes, qui sont également des 
identités, nous montrent que ces p racines communes k/{x)=o, 
(f[x) = o annulent ^[x)^ ..., Q{x). On peut donc dire que le groupe 
des {n — i)p équations 



a;i' = 0, 


Aï- = 0, 


a;!' - 0, 


A^" = 0, 


> 


f 


a;!'=o. 


Al*' = 0. 



• • • » 



a;"' 


— 


0, 


a;,"' 




0, 


Alf' 




• • » 




représente les conditions nécessaires et suffisantes pour que les n équations 
proposées aient p racines communes, 

25. L'équation qui donne les /> racines communess'obtient aisément: 
il suffit de considérer l'un des déterminants mineurs d'ordre m — p 
de l'un des déterminants A^, Aq, ... ou A^^ à volonté, et d'opérer sur 
ce déterminant comme nous l'avons fait pour A^', ^c\ . . . , Ail'; et, si 
Ton désigne par CD^' le déterminant 



Œ>f = 



Bj.i 



B... 
Bj,î 



B., 
B 



i,m-p—i 






* • ■ 



Bm~p.i B, 



m-p,i 



Dm—p,m~p — I Om-p, 



m-p-t-^ 



8 



(6o) 
TéquatioD de degré p qui donne les/? racines communes sera 

OU bien 

(5^1^ xP 4- G^'^xP'' H -4- Ob)lf ^ = o , 



OD^'a?/» -f- (SSl^xP-' -4- . , . 4- ©if * = o ; 



elle affecte ainsi diverses formes, ce qui nous montre que les détermi- 
nants qui figurent dans les équations comme coefficients des mêmes 
puissances de x sont proportionnels. La manière dont les conditions 
précédentes ont été obtenues nous montre que Ton aurait pu leur 
donner des formes diverses, en prenant, pour les éléments qui figurent 
dans les déterminants à partir de la seconde rangée, les éléments des 
déterminants de Cauchy relatifs aux équations qu'on obtient en asso- 
ciant successivement toutes les équations données à chacune d'entre 
elles, au lieu d'associer, comme nous l'avons fait, la première équa- 
tion f{x) = o à toutes les autres. 

26. Comme application de la théorie précédente, je mentionnerai 
la recherche des conditions que doivent remplir les coefficients d'une 
équation de degré m pour qu'elle ait n racines égales. On sait que la 
question se ramène à exprimer que n équations de degré m — /i + i 
ont une racine commune. 

Comme seconde application, nous citerons la recherche des condi- 
tions pour qu'un polynôme de degré mp soit la puissance nù^^ exacte 
d'un polynôme de degré p et la formation de ce polynôme. 

Ces deux dernières questions sont des applications immédiates de la 
théorie précédente; nous ne nous y arrêterons pas. 
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